1

НАЦІОНАЛЬНА АКАДЕМІЯ НАУК УКРАЇНИ
Інститут механіки ім. С.П. Тимошенка 
Національний транспортний університет

Кваліфікаційна наукова праця 
 на правах рукопису

Мельник Всеволод Михайлович

ДИСЕРТАЦІЯ

 ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ КОНІЧНИХ ОБОЛОНОК ЗМІННОЇ ЖОРСТКОСТІ ОБОЛОНКАХ ПРИ НЕСТАЦІОНАРНИХ НАВАНТАЖЕННЯХ

01.02.04 – механіка деформівного твердого тіла
01 – фізико – математичні науки
Подається  на здобуття наукового  ступеня кандидата фізико – математичних наук
Дисертація містить результати власних досліджень. Використання ідей, результатів і текстів інших авторів мають посилання на відповідне джерело
	___________________________
(підпис, ініціали та прізвище здобувача)


Науковий керівник  Мейш Володимир Федорович, доктор фізико – математичних наук, професор.

Київ – 2021 р.



121


АНОТАЦІЯ
 Мельник В.М. Вимушені коливання конічних оболонок змінної жорсткості при нестаціонарних навантаженнях. – Рукопис.
Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата фізико–математичних наук за спеціальністю 01.02.04 – механіка деформівного твердого тіла. – Інститут механіки ім. С.П. Тимошенка НАН України, Київ, 2021 р.
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SUMMARY
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The dissertation is devoted to the study of the dynamic behaviour of variable thickness conical shells under non-stationary loads. On the basis of the variational Raisner stationary principle, the oscillation equations and corresponding natural boundary and initial conditions are obtained for conical shells of variable thickness of linear shell theory and rods of type Timoshenko. An efficient numerical method has been developed and numerical algorithms have been created for solving dynamic problems of non-stationary oscillations of conical shells of variable thickness. On the basis of the original calculation model and the numerical algorithms developed, solutions are obtained for the dynamic problems of conical shells of variable thickness, axially symmetric and nonaxisymmetric oscillations, and the stress-deformed state of conical shells is analyzed at Non-standard loads with a wide range of changes in geometric and physical-mechanical parameters under different boundary conditions. Nonsymmetrical oscillations of conical shells of variable thickness are considered. An analysis was made of the numerical results, patterns and mechanical effects that are characteristic of wave processes in the conical shells considered.
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Дисертаційна робота присвячена теоретичному дослідженню напружено-деформованого стану конічних оболонок  змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях.
Актуальність теми. Оболонкові конструкції найбільш оптимальним способом поєднують в собі, з одного боку, мінімальну вагу, а з іншого – необхідну міцність та жорсткість Завдяки цим якостям їм надається перевага в таких галузях, як авіабудування, кораблебудування, ракетобудування, атомній енергетиці, а також в інших областях техніки. Для конструкцій складної форми й неоднорідної структури актуальною є розробка ефективних чисельних методів розв’язку задач дослідження їх напружено-деформованого стану. На початку ескізного проектування складних тонкостінних конструкцій значну роль відіграють саме теорії оболонок, оскільки вони дозволяють найбільш просто визначити вплив тих чи інших факторів та передбачити шляхи вдосконалення конструкцій.
Складні умови експлуатації оболонкових конструкцій такого типу висувають підвищені вимоги до їхньої жорсткості, яка може варіюватися в залежності від якості матеріалу, з якого вони виготовлені, або зміни форми поперечного перерізу. Розв’язання відповідних крайових задач пов’язане з великими труднощами обчислювального характеру. Тому проблема надійності елементів конструкції висуває на перший план питання про підвищення точності розрахунків, при цьому велику роль відіграє вибір розрахункової моделі. В зв’язку з цим, проводяться дослідження стосовно вдосконалення моделей напруженого стану і деформування оболонкових тіл та їх реалізація в методах розв’язку конкретних класів задач. Цей процес стимулюється з одного боку, бажанням розробити математично коректні моделі, які б достатньо точно визначали якості виробу, з іншого – необхідністю високого степеню точності розв’язання конкретних задач з розрахунків елементів конструкцій. Тому практичний інтерес викликає розгляд задач динаміки оболонок змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях.
Мета і задачі дослідження полягають у вивченні нестаціонарних коливань і напружено-деформованого стану оболонок змінної товщини при дії імпульсного навантаження.
Для досягнення поставленої мети визначено наступні задачі дослідження:
постановку динамічної задачі про коливання конічних оболонок змінної товщини оболонок  з використанням геометричної і фізично лінійної теорії оболонок типу Тимошенка;
розвиток ефективного чисельного методу розв’язування задач даного класу і його обґрунтування при застосуванні теорії оболонок типу Тимошенка для побудови ефективних різницевих алгоритмів;
розв’язування на основі розвинутого методу задач динамічної поведінки конічних оболонок  змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях, виявлення нових властивостей, закономірностей та механічних ефектів, характерних для хвильових процесів, що розглянуті.
Об’єкт дослідження. Напружено – деформований стан конічних  оболонок змінної жорсткості.
Предмет дослідження. Дослідження впливу змінної товщини конічних оболонок на напружено – деформований стан при нестаціонарних навантаженнях.  
Методи дослідження. В основу розробленого методу теоретичного дослідження динаміки коливання конічних оболонок змінної жорсткості при нестаціонарних навантаженнях покладено геометрично і фізично лінійні моделі оболонок типу  Тимошенка. Основою розробленої чисельної методики дослідження нестаціонарних коливань є застосування інтегро – інтерполяційного методу побудови різницевих співвідношень по просторовим координатам і явній апроксимації по часовій координаті.
Наукова новизна одержаних результатів полягає в наступному:
розроблено універсальну ефективну методику чисельно-аналітичного розв’язання задач, з використанням розробленої методики побудовано розв’язки нових несиметричних  класів просторових задач для конічних тіл, пов’язаних з їх геометричними та механічними характеристиками;
на основі отриманих розв’язків проведено аналіз напружено-деформованого стану конічних тіл, що розглядаються, викликаних прикладеним нормальним нестаціонарним навантаженням;
виявлено ряд закономірностей з розподілу полів переміщень та напружень для симетричних і несиметричних задач, пов’язаних з геометрією та формою конічних тіл. 
Апробація результатів дисертації. У повному обсязі дисертація доповідалась на наукових семінарах: відділу Динаміки та стійкості суцільних середовищ; Обчислювальних методів (Київ, 2018-2020 рр.); на семінарі секції за напрямком „Механіка композитних і неоднорідних середовищ” Інституту механіки ім. С.П. Тимошенка НАН України (Київ – 2020р.), на міжкафедральному семінарі  Національного транспортного університету (2020 р.). Окремі положення дисертації періодично доповідались на наукових семінарах кафедри теоретичної та прикладної механіки Національного транспортного університету   (Київ – 2019 р.). 
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[bookmark: _Hlk64896862]Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисертаційна робота відповідає основним напрямкам наукових досліджень відділу динаміки та стійкості суцільних середовищ Інституту механіки ім. С.П. Тимошенка НАН України та тематиці науково-дослідних робіт кафедри теоретичної та прикладної механіки Національного транспортного університету МОН України. Результати, отримані в дисертації увійшли до звітів НДР Інституту механіки НАНУ та Національного транспортного університету. Дисертаційне дослідження проводилось при виконанні таких науково-дослідних робіт: «Розробка методів розрахунку тонкостінних композитних елементів конструкцій з неоднорідностями (вирізи, ребра жорсткості) при статичних і динамічних навантаженнях», номер державної реєстрації № 0112U000244, 2013 р.; «Математичне моделювання хвильових процесів в багатошарових дискретно – підкріплених оболонок при нестаціонарних навантаженнях», номер державної реєстрації № 0112U000240, 2014 – 2015 рр.; «Розробка аналітичних і чисельних методів розрахунку некругових циліндричних оболонок при статичних та динамічних навантаженнях», номер державної реєстрації № 0112U001184, 2018 – 2020 рр.; співвиконавцем яких був дисертант і отримані в дисертаційній роботі результати увійшли до цих звітів.
 Достовірність отриманих в роботі результатів розрахунків несиметричних і симетричних коливань оболонок змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях забезпечується:
- точним і детальним моделюванням геометрії і структури оболонок конічної структури;
- строгістю та коректністю постановок вихідних задач; 
- перевіркою практичної збіжності обчислювального процесу;
- верифікацією розробленої методики порівнянням з чисельними рішенням тестових задач, з результатами альтернативних розрахунків (іншими програмними засобами). 
Особистий внесок здобувача. Всі теоретичні та практичні результати дисертації, що виносяться на захист, одержані автором самостійно. Матеріали, опубліковані у співавторстві, та використані в дисертації, отримані здобувачем особисто, включаючи постановку задач, та безпосереднє виконання всіх етапів робіт. В роботах написаних із науковим керівником, йому належить загальний задум проведення досліджень. В роботах написаних із співавторами, їм належить участь в аналізі та інтерпретації результатів досліджень.
Публікації. За темою дисертаційної роботи опубліковано 5 наукових праць, в тому числі 1 робота в науко метричному виданні.
Структура роботи та обсяг дисертації. Робота складається зі вступу, чотирьох розділів, висновків та списку літературних джерел.

У вступі подано загальну характеристику дисертації; розкрито стан наукової проблеми, обґрунтовано актуальність теми дисертації , її зв'язок з науковими програмами; сформульовано мету роботи, задачі і методи дослідження , відзначено наукову новизну, практичну цінність і достовірність одержаних результаті; наведено дані про апробацію та публікацію результатів дисертаційної роботи, а також короткий опис структури дисертації.
У першому розділі наведено огляд літератури за темою дисертації. На основі аналізу виконаного огляду сучасного стану проблеми визначено місце даної роботи серед проведених раніше досліджень і обґрунтовано вибір напрямку досліджень.
У другому розділі розглядаються основні рівняння  осесиметричних та неосесиметричних коливань конічних оболонок змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях. Покладалося, що напружено – деформований стан конічної оболонки може бути визначений в рамках геометричної та фізично лінійної теорії оболонок типу Тимошенка.
У третьому  розділі викладено постановку задач осесиметрпичних та неосесимнтричних коливань конічних оболонок змінної товщини при нестаціонанрних навантаженнях. Алгоритм розв’язання початково – крайової задачі, засновано на використані інтегро – інтерполяційного методу побудови різницевих співвідношень по просторовим координатам  та явній апроксимації по часовій координаті t. 
[bookmark: _Hlk55151463]В четвертому розділі чисельне досліджуються розв’язки коливань конічних оболонок змінної жорсткості при нестаціонарних навантаженнях. Проведено порівняння отриманих результатів.
У висновках приведені основні результати дисертаційної роботи.
Автор висловлює щиру подяку своєму науковому керівнику доктору фізико – математичних наук, професору В.Ф. Мейшу за постійну увагу до роботи, допомогу та корисні поради при написанні дисертаційної роботи
[bookmark: _Toc66184442][bookmark: _Toc66265055][bookmark: _Hlk65828627]РОЗДІЛ 1. Сучасний стан проблеми дослідження нестаціонарних коливань конічних оболонок змінної товщини
Оболонкові конструкції найбільш оптимальним способом поєднують в собі, з одного боку, мінімальну вагу, а з іншого – необхідну міцність та жорсткість. Завдяки цим якостям їм надається перевага в таких галузях, як авіабудування, кораблебудування, ракетобудування, атомній енергетиці, а також в інших областях техніки. Для конструкцій складної форми й неоднорідної структури актуальною є розробка ефективних чисельних методів розв’язку задач дослідження їх напружено-деформованого стану. На початку ескізного проектування складних тонкостінних конструкцій значну роль відіграють саме теорії оболонок, оскільки вони дозволяють найбільш просто визначити вплив тих чи інших факторів та передбачити шляхи вдосконалення конструкцій.
Складні умови експлуатації оболонкових конструкцій такого типу висувають підвищені вимоги до їхньої жорсткості, яка може варіюватися в залежності від якості матеріалу, з якого вони виготовлені, або зміни форми поперечного перерізу. Розв’язання відповідних крайових задач пов’язане зі значними труднощами обчислювального характеру. Тому проблема надійності елементів конструкції висуває на перший план питання про підвищення точності розрахунків, при цьому велику роль відіграє вибір розрахункової моделі. В зв’язку з цим, проводяться дослідження стосовно вдосконалення моделей напруженого стану і деформування оболонкових тіл та їх реалізація в методах розв’язку конкретних класів задач. Цей процес стимулюється з одного боку, бажанням розробити математично коректні моделі, які б достатньо точно визначали якості виробу, з іншого – необхідністю високого степеню точності розв’язання конкретних задач з розрахунків елементів конструкцій. Тому практичний інтерес викликає розгляд задач динаміки оболонок змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях.
[bookmark: _Toc66184443][bookmark: _Toc66265056]1.1. Загальна характеристика підходів дослідження динамічних процесів в оболонках
 Однією з простих математичних моделей тонкостінних пружних  оболонок є модель, побудована на основі класичної теорії оболонки Кірхгофа – Лява    Сучасні тонкостінні конструкції зазвичай складаються з матеріалів з істотно різними фізико – механічними властивостями, що забезпечують високу жорсткість, міцність, різного роду захист(тепловий, хімічний, радіаційний та ін.). Класична теорія ґрунтується на використанні двох спрощуючих гіпотез Кірхгофа, які використовувалися в теорії пластин, та були поширені Лявом на оболонки. Згідно теорії Кірхгофа – Лява прямі лінії, перпендикулярні до серединної поверхні, залишаються прямими і перпендикулярними лініями до деформованої серединної поверхні; нормальними напруженнями напрямленими перпендикулярно серединній поверхні. Згідно другої гіпотези, в співвідношеннях узагальненого закону Гука для пружних тіл можна знехтувати поперечним нормальним напруженням   в порівнянні з іншими напруженнями. Товщина пластини або оболонки мала в порівнянні з найменшим радіусом кривизни і розмірами серединної поверхні; переміщення малі в порівнянні з товщиною пластини або оболонки. 
Згідно оглядових праць основні результати досліджень по вивченню напружено – деформованого стану, коливань та стійкості оболонок, отримані за допомогою класичної теорії. В роботі досліджено питання обгрунтування розрахункових схем даної теорії та наведено оцінку похибки її застосування для розв’язування задач коливань оболонок.  
Спрощені гіпотези при побудові полів деформацій і напружень, що викладені вище, дозволяють розв’язати основну задачу теорії оболонок, яка полягає в зведенні тривимірних крайових задач механіки твердого деформівного тіла до деяких двовимірних крайових задач. Але дослідження динамічних питань механіки оболонок показало, що гіпотези Кірхгофа – Лява дозволяють отримувати розв’язок лише при певних обмеженнях, що накладаються на області частот коливань, довжини хвиль, переміщень, деформацій і напружень, що поширюються в оболонці, Це призвело до різноманітних способів побудови теорії оболонок, що не спираються на гіпотези Кірхгофа – Лява. Більш складними являються моделі що базуються на некласичних уточнюючих двовимірних теоріях, що враховують поперечний зсув на основі інтегральних гіпотез лінійного розподілу переміщень по товщині оболонки. Вказаний підхід приводить до рівнянь восьмого порядку. Порівняння величин переміщень і напружень, знайдених по класичній і некласичній теоріях, що базуються на гіпотезах прямої лінії для всієї оболонки в цілому з відомими точними розв’язками тривимірної з дачі вказують на те, що двовимірні теорії оболонок на основі інтегральних гіпотез можуть приводити до значних похибок при визначенні напруженого стану не тільки в кількісному, але і в якісному відношенні для оболонок.  В рамках цих робіт слід відмітити варіант уточнюючої теорії оболонок і пластин, в основу якого покладені гіпотези про розподіл поперечних зсувних напружень, нормальних поперечних деформацій і поперечного нормального напруження .    В наш час більшість досягнень, пов’язаних з дослідженням пружних хвиль, основані насамперед на лінійній теорії поширення пружних хвиль, результати  якої викладені в численних фундаментальних монографічних виданнях Л.А. Айноли , І. А. Вікторова , В.В. Кабанова , Г. Кольського , А.О. Рассказова  ,  А.П. Філіпова ,  та інших.  
Більшість опублікованих праць присвячено вивченню власних коливань циліндричних оболонок в рамках класичної теорії  . В роботах приведено детальний аналіз впливу геометричних і фізичних параметрів оболонки, а також граничних умов на характеристики власних коливань. В рамках класичної теорії досліджено особливості власних коливань конічних оболонок, які пов’язані з більш складною, ніж у циліндричних оболонок, геометрією . Значну увагу приділено висвітленню питання про вплив граничних умов, кута конусності та геометрично – жорсткісних параметрів на характеристики власних коливань. Власні коливання  оболонок складної форми та вплив граничних умов на процес коливання досліджено на основі класичної теорії в роботах . В ряді випадків, при проведені досліджень динамічних процесів в неоднорідних оболонкових конструкціях є необхідним врахування деформацій поперечного зсуву і інерції обертання нормального елементу.
Всі ці підходи відносяться до класичної механіки оболонок. У другій половині ХХ століття в теорії поширення пружних хвиль почалося дослідження задач, які не можуть бути вирішені в рамках класичної лінійної теорії пружності.
В.І. Карпман , С.П. Тимошенко в своїх роботах сформулювали висновки про необхідність врахування нелінійних факторів при деформуванні пластин і панелей. Основоположником теоретичної розробки геометрично нелінійної теорії вважають Х.М. Муштарі [100] , який отримав основні співвідношення нелінійної теорії тонких ізотропних оболонок. Значний вклад у розробку нелінійної теорії оболонок внесли вітчизняні вчені:  С.О. Амбарцумян [16];  В.В. Болотін [28], В.З. Власов [36, 37], А.С. Вольмір [40], І.І. Воровіч [42], Е.І. Григолюк [52,53, 54], О.М. Гузь [60, 61, 62],  Б.Я. Кантор [70], А.В. Кармішин [71], Ю.И. Кадашевич[69],  В.И. Карпман [72],  П.З. Луговой[82, 83, 84, 85, 86, 87, 88],  В.В. Митряйкін [99], К.З. Галіньш [43], В.В. Новожилов [105]; Н.Н. Попов [108], М.С. Корнішин [76], В.Н. Кукуджанов [80],та багато інших.  У розробці нелінійної теорії оболонок брали активну участь і зарубіжні вчені :Р. Міндлін [141],  Е. Рейсснер [142], В. Флюгге [137] та інші. 
Модель для розв’язування задач поперечних коливань балок була розроблена С.П. Тимошенком [123]. В основі даної теорії лежать гіпотези, перша з яких полягає в тому, що елемент, перпендикулярний до вихідної поверхні, після деформації залишається прямолінійним, але вже не перпендикулярним до деформованої поверхні, а повертається на деякий кут і не змінює своєї довжини. Згідно другої гіпотези, у співвідношеннях узагальненого закону Гука для пружних тіл можна знехтувати поперечним нормальним напруженням в порівнянні з іншими. Теорія оболонок і стержнів типу Тимошенка дає можливість розв’язати більш широкий клас прикладних задач, в порівнянні з використанням класичної теорії. Оскільки рівняння коливань оболонок згідно теорії типу Тимошенка відносяться до гіперболічного типу, то даний факт дає змогу більш точно описати хвильові процеси в оболонках під дією короткочасних навантажень. Вважаємо, що при розгляді імпульсах тривалість навантаження менша часу пробігу пружною хвилею характерного розміру конструкції. Крім того, рівняння коливань типу Тимошенка можна застосовувати для досліджень оболонок з більш складними геометричними та фізико – механічними параметрами. 
На основі теорії оболонок досліджено характеристики власних коливань конічних оболонок в роботах [124,127]. Врахуванню геометрично – жорсткісних параметрів присвячені роботи [17, 30, 69, 75, 83, 87, 94, 107, 121, 122]. Оцінка похибки конструктивно–ортотропної моделі наведена  [23, 27]. В більшості з перерахованих вище робіт досліджувались лінійні власні коливання, а нелінійні описано в роботах [14, 25, 33]. Вплив кута конусності на власні коливання конічних оболонок досліджено в роботах [95, 96]. Приділялась увага неосесиметричним власним коливанням конічних оболонок[110].
Найбільша кількість робіт присвячена дослідженню вільних коливань оболонок. Зокрема,  аналіз впливу граничних умов, їх кількості і жорсткісних характеристик на вільні коливання оболонок,  наведені в роботах [81,112] або вимушені [128]. Нелінійні коливання  ортотропних конічних оболонок розглянуто в [129]. 
[bookmark: _Toc66184444][bookmark: _Toc66265057]1.2. Вимушені коливання конічних оболонок змінної жорсткості
Переходячи до розгляду результатів вивчення вимушених коливань оболонок, відмітимо, що велику увагу вчені приділяли дослідженню коливань тонкостінних структур під дією гармонічних навантаженнях. 
Найбільша кількість робіт присвячена вивченню закономірностей протікання процесу вимушених гармонічних коливань конічних оболонок [57, 66, 78, 88]. Аналіз цих праць свідчить, що у випадку гармонічних навантажень, максимальні значення змінних по часу переміщень, зусиль та напружень, досягаються поблизу резонансу, коли частоти збурюючи навантажень близькі до частот власних коливань. В силу відносної простоти задачі, в основному розглянуто вимушені гармонічні коливання циліндричних оболонок. Також дослідниками розв’язано задачі для циліндричних ізотропних оболонок. Особливості та основні характеристики напружено – деформованого стану ізотропних конічних оболонок проаналізовано в [82, 98]. 
В роботах [7,92] на основі теорії конструктивно –ізотропних оболонок одержано рівняння коливань для  конічних оболонок.     Досліджено вплив граничних умов та їх жорсткісних характеристик[85,86]. Наближене врахування при розв’язуванні задач про вимушені коливання розглянуто в роботі [84]. Немало робіт присвячено вирішенню питання при вплив нелінійних факторів на коливання ізотропних конічних оболонок [64, 76]. 
В вище наведених роботах в основному розглянуто задачі про вимушені гармонічні коливання ізотропних оболонок постійної і змінної товщини.
Реакції оболонок  на гармонічне навантаження, досліджені в [90]. На основі отриманих в цих роботах результатів, робиться висновок про те, що напружено – деформований стан ізотропних оболонок може бути визначений з достатньою точністю. В роботі [102] розв’язана задача оптимізації конічних оболонок. 
Аналізу напружено – деформованого стану конічних оболонок присвячені роботи [46, 47]. Коливання конічних оболонок під дією гармонічного навантаження та закономірності даного динамічного процесу висвітлені в [48, 49, 58, 67, 80]. З огляду робіт слідує, що в основному розглянуто гармонічні коливання конічних оболонок. 
В роботах [49,99] розглянуто вимушені гармонічні коливання оболонок обертання при різних граничних умовах. Досліджено вплив геометрично – фізичних  параметрів оболонок на особливості протікання процесу коливань. Зокрема, в [57, 103] розв’язані задачі про  коливання оболонок. В [56] на основі моделі оболонок, проведено асимптотичний аналіз крайових задач гармонічних коливань оболонок обертання. 
В роботі [110] досліджено коливання оболонки при дії симетричного навантаження. Особливості динамічної поведінки оболонок під дією гармонічних навантажень та основні характеристики процесу коливань проаналізовано в [107]. В роботах [105, 106]  досліджено вимушені гармонічні коливання  пологих оболонок. Відомо, що динамічні процеси в конструкціях можна розділити на стаціонарні та нестаціонарні. До перших відноситься вібрація, динамічна втрата стійкості, флаттер та інші. Аналіз перелічених вище праць свідчить, що більшість робіт про динамічну поведінку неоднорідних оболонок  присвячені стаціонарній постановці (поширення вільних хвиль, вимушені гармонічні коливання, рух хвилі тиску зі сталою швидкістю по поверхні оболонки).
Прогрес та розвиток сучасної техніки приводить до необхідності вивчення нестаціонарних динамічних процесів в різноманітних конструкціях. Нестаціонарні процеси виникають при дії на конструкції імпульсних, короткочасних та рухомих навантажень. Дослідженнями нестаціонарної поведінки тонкостінних структур займалися в своїх працях І.Я. Агаміров [11];  В.Г. Баженов [18]; В.В. Болотін [26)]; А.С. Вольмір [38]; А.Л. Гольденвейзер[47]; Е.І. Григолюк і А.І. Сребовський [51]; О.Н. Гузь і В.Д. Кубенко [61]; П.З. Луговий  і В.Ф. Мейш [165, 169]. Аналіз перелічених робіт свідчить, що при розв’язуванні нестаціонарних задач деформування тривимірних тіл (пластин або оболонок) в основному тривимірну задачу теорії пружності зводять до двовимірної. Згідно з класифікацією К. Бате[22], найбільш поширеними є методи гіпотез (ґрунтуються на певних гіпотезах) та аналітичні методи. 
Серед перелічених вище структур, особливе місце займають оболонки змінної товщини. Динамічні процеси в конструкціях, які складаються з оболонок, як правило, досить складні. Тому дослідження таких процесів в загалом розділяється на етапи: визначення діючих на конструкцію зовнішніх сил; вибір розрахункової моделі, яка схематизує реальний об’єкт (фізична модель); складання рівнянь руху розрахункової моделі (математична модель); визначення механічних характеристик матеріалу в динаміці; вибір методу розв'язання задачі, отримання розв'язку і дослідження фізичних процесів; експериментальна перевірка теоретичних результатів, вибір критеріїв міцності та руйнування конструкції, створення розрахункової методики [20].
В останні роки виріс інтерес дослідників до теорії оболонок, яка враховує зміну товщини оболонки. На основі припущень даної теорії виведені рівняння руху оболонок довільної форми, а також оболонок обертання в роботах Г.Г. Влайкова [36]; І.Я. Аміро, В.О. Заруцького [16, 64]; К.Г. Головка [45,]; П.З. Лугового, В.Ф. Мейша [80,81,85,86]; Ю.С. Воробйова [40]; Ю.В. Скосаренка [102];  [258]. та інших вчених. 
Як випливає з огляду робіт, на сьогоднішній день в основному розглянуто осесиметричні та неосесиметричні вільні коливання оболонок простої геометрії (циліндричні, сферичні і конічні).
В роботах [44, 48,] на основі теорії конструктивно – ізотропних оболонок проведено аналіз і досліджені частоти власних коливань циліндричних оболонок. Розрахункові формули, наведені в роботах  [15, 16, 21, 47,  58]. 
Найбільша кількість робіт присвячена дослідженню вільних коливань циліндричних оболонок. Зокрема,  аналіз впливу граничних умов, їх кількості і жорсткісних характеристик на вільні коливання оболонок,  наведені в роботах [42, 43] або вимушені [14, 28, 44, 62,]. Також розглянуто задачі для циліндричних ортотропних оболонок [21, 22, 28, 32]. Ці дослідження узагальнені в огляді [45], монографіях [37, 41, 43, 48, ]. Нелінійні коливання  ортотропних циліндричних оболонок розглянуто в [59, 110]. 
В роботі [97] досліджено коливання оболонки при дії симетричного навантаження. Особливості динамічної поведінки оболонок під дією гармонічних навантажень та основні характеристики процесу коливань проаналізовано в [116]. В роботах [34, 111, 112, 113]  досліджено вимушені гармонічні коливання  пологих оболонок. 
Крім циліндричних оболонок, розглядались  ізотропні оболонки іншої геометрії, зокрема конічні. Постановка динамічних задач теорії ізотропннх конічних оболонок під дією нестаціонарних навантажень та аналіз напружено – деформованого стану наведені в роботах [80, 83, 85].  Задачі нестаціонарних коливань ортотропних конічних оболонок розв’язано в [40, 105, 106, 112]. Динамічні задачі в вище наведених роботах розглядалися для конічних оболонок під дією різних видів нестаціонарних навантажень. Особливості процесу коливань для неоднорідних структур під дією осьового динамічного навантаження досліджено в роботах [40,59]. Рівняння коливань для конічних оболонок під дією імпульсного і рухомого навантаження отримані в [105, 150]. 
В роботі [119] досліджено питання нелінійних коливань конічних ортотропних оболонок. Розглянуто питання стійкості коливань ортотропних конічних оболонок при різних  граничних умовах та  геометрично – жорсткісних параметрів [40, 105]. Література по динамічній стійкості ортотропних конічних оболонок наводиться в [85].
[bookmark: _Toc66265058]1.3 Характеристика основних чисельних методів дослідження задач нестаціонарних коливань неоднорідних оболонок
Рівняння коливань оболонок і оболонкових структур являють собою системи лінійних або нелінійних диференціальних рівнянь в частинних похідних. Для їх інтегрування використовуються точні та наближені методи. Умовно, методи розв’язку таких рівнянь можна розділити на дві групи – аналітичні (чисельно - аналітичні) і просто чисельні методи. Використання аналітичних методів дозволяє отримати розв’язки динамічних задач теорії оболонок простої геометрії (циліндр, конус, сфера) і відносно простих граничних умов. Повний аналіз розв’язку динамічних задач аналітичними методами представлено в [45,56,78,89]. 
Перевагою точних методів є те, що вони дозволяють представляти розв'язок або за допомогою елементарних та спеціальних функцій, або в вигляді інтегралів. Така форма розв'язку зручна для аналізу загальних закономірностей динамічних процесів, а в найпростіших випадках дозволяє проводити розрахунок вручну. В більш складних випадках приходиться проводити розрахунок за допомогою  ЕОМ, але зазвичай скласти програму для точного розв'язку задачі нескладно. 
Точні розв'язки задач про власні і вимушені гармонічні коливання циліндричних оболонок і конусів з малим кутом конусності та при відносно простих граничних умовах (наприклад, шарнірного закріплення), отримані в роботах [41, 44, 46, 82, 84, 86, 87, 92]. Аналіз робіт, присвячених вивченню вимушених гармонічних коливань, приведений в оглядовій роботі [52]. Точні розв'язки рівнянь руху для оболонок, в наш час не отримані  Точні розв'язки мають важливе значення для оцінок похибок, які отримуються при використанні наближених методів, та можуть бути використанні в якості еталонних при оцінюванні наближених роз в’язків.  
Оскільки визначення характеристик напружено – деформованого стану та дослідження процесу коливань конічних оболонок змінної жорсткості в загальному випадку пов’язано з обчислювальними труднощами, то велике значення мають наближені методи (аналітичні методи, асимптотичний метод, метод збурення, чисельні методи, чисельно – аналітичні методи та ін.),  які дозволяють правильно описати і з певною точністю визначити напружений стан конічних оболонок, хоча при цьому і не досягається рівень загальності отриманих результатів, яких характерний для точних методів. 
Для розв’язування задач про коливання конічних оболонок змінної жорсткості використовуються аналітичні методи, які дозволяють виявити основні якісні і кількісні особливості динамічних характеристик оболонкових конструкцій. До аналітичних методів можна віднести метод розподілу змінних (метод Фур’є), інтегральні перетворення (перетворення Лапласа, перетворення Фур’є), варіаційні методи, енергетичні методи та ін. На основі аналітичних методів проводили свої дослідження рівнянь коливань неоднорідних циліндричних оболонок при дії нестаціонарних навантажень. Зокрема, в [41] наведено наближені оцінки конічної оболонки постійної товщини при осесиметричних навантаженнях. Питання динамічної стійкості циліндричних оболонок при навантаженні імпульсом тиску розглянуто в [52]. Досліджено вплив форми імпульсу зовнішнього тиску і конструктивних параметрів тонких кругових циліндричних оболонок на їх стійкість [102]. В роботі [92] вивчено особливості динамічного розрахунку оболонкових конструкцій при імпульсному навантаженні. В роботах [54,62] отримано аналітичні розв'язки задач динамічної поведінки циліндричних оболонок при нестаціонарних навантаженнях. Ці розв'язки використовуються як тестові задачі для відпрацювання і достовірності чисельних алгоритмів розв'язку задач теорії оболонок. 
Відмітимо, що в лінійних задачах динаміки конструкцій широкого застосування знаходять методи розподілу змінних (метод Фур’є [24]), інтегральні перетворення (Лапласа [20,25] та Фур’є [17,24]) та ряд інших. Більш детально методи розв'язання задач динаміки конструкцій викладені в спеціальній літературі [63,66,72, 101]. Зупинимось на основних. 
Метод Фур’є полягає в тому, що при вимушених коливаннях розв'язок (переміщення) шукається в вигляді ряду. Загальний розв'язок задачі отримується в вигляді суми загального розв'язку однорідного рівняння руху (вільні коливання) та часткового розв'язку неоднорідного рівняння руху (вимушені коливання). Тобто, розв'язок задачі про вимушені конструкції представляється в вигляді суми коливань по формам власних коливань. При цьому рух по кожній з форм описується рівнянням вимушених коливань і відбувається незалежно від інших. В цьому і полягає основна перевага методу Фур’є. Недоліком методу є необхідність в деяких випадках утримувати в ряді розкладу шуканого розв'язку велику кількість членів. 
 Інтегральні перетворення є ефективним методом розв'язання лінійних диференціальних рівнянь в частинних похідних [85, 100]. Ці перетворення дозволяють тимчасово виключати одну з незалежних змінних і, послідовним застосуванням декількох інтегральних перетворень, звести задачу до звичайних диференціальних рівнянь або навіть алгебраїчних рівнянь. Відновлення тимчасово виключених змінних відбувається за допомогою формул перетворення. 
В нелінійних задачах частіше використовуються варіаційні та енергетичні методи. З їх допомогою системи диференціальних рівнянь в частинних похідних зводяться до системи звичайних диференціальних рівнянь, які зазвичай розв’язують чисельно. Варіаційні методи: метод Рітца (для координатних функцій (задані функції координати х) –  вимога виконання лише кінематичних граничних умов); метод Треффца (в якості координатних функцій обирають власні функції однорідного диференціального рівняння задачі (лінійного) при однорідних граничних умовах); метод Бубнова–Галеркіна (вимога виконання всіх граничних умов) та його різні модифікації: наприклад, узагальнений метод Бубнова–Галеркіна (вимога виконання лише кінематичних граничних умов). Всі варіаційні методи засновані на наближеному заданні переміщень конструкції і в результаті зводять задачу до інтегрування системи звичайних диференціальних рівнянь. Більш детально варіаційні методи описані в монографії [21]. Метод Бубнова–Галеркіна використовували при наближеному розв'язанні рівнянь руху оболонок, шарнірно опертих по краям. На основі даного методу отримана формула для обчислення власних частот коливань, формули для обчислень параметрів критичного напруження при різних випадках деформації [124]. Експериментально – теоретичні дослідження динамічної (гармонічні коливання) роботи підкріплених пологих оболонок наведено в [29]. Основи методу Бубнова–Галеркіна та його різні модифікації стосовно одновимірних та двовимірних задач динаміки оболонок описано в монографії [21].
На основі узагальненого методу Бубнова–Галеркіна в роботі [24] розв’язана задача лінійних гармонічних коливань для підкріплених оболонок обертання. 
Вперше енергетичний метод застосовано в [76] для дослідження впливу осьових стискаючих сил на частоти і форми власних коливань циліндричних оболонок. Застосування енергетичного методу для розв'язування нестаціонарних задач динаміки оболонок розглянуто в [82].
Широкого застосування набув асимптотичний метод, який  дозволяє відкинути з вихідних співвідношень величини, які суттєво не впливають на кінцеві результати, але створюють невиправдані по суті справи труднощі в розрахунках. Даний метод отримав розвиток в роботах Н. А. Абросимова [13], В.Л. Агамірова[14], В.А. Лєснічої[81], В.Г. Баженова[23], Л.І. Маневича[90] та інших вчених. Гармонічні коливання циліндричних оболонок розглянуті в роботах [47, 80, 91,  59]. Класифікація крайових задач лінійної теорії циліндричних оболонок міститься в роботах [50, 60, 131]. Класифікація граничних співвідношень асимптотичного аналізу нелінійних динамічних рівнянь теорії циліндричних оболонок наведена в роботі [114]. Асимптотичний аналіз крайових задач динаміки  оболонок обертання проведений в [51]. Отримано аналітичний розв'язок задачі про визначення характеристик напружено – деформованого стану конструкцій [60]. Асимптотичний аналіз нестаціонарного напружено–деформованого стану складених оболонок при ударних торцевих навантаженнях наведено в [79]. 
Запропонована методика дозволяє отримувати аналітичний розв'язок на оболонки, динамічні і нелінійні задачі. 
У зв’язку з інтенсивним розвитком обчислювальної техніки, на сьогоднішній день широкого використання для дослідження власних коливань циліндричних оболонок набули чисельні методи: граничних елементів,  скінчених елементів, скінчених різниць, ортогональної прогонки. Ці методи досить універсальні і застосовуються для розв'язування досить складних нелінійних задач.
Метод граничних елементів (МГЕ) дозволяє здійснити перехід від розв'язування системи диференціальних рівнянь і відповідних їм граничних умов до розв'язування системи інтегральних рівнянь по границі області. Даний метод зручний тим, що дає можливість зменшити розмірність вихідної задачі на одиницю. Більш детально МГЕ описаний в монографіях [101, 104].
Метод скінчених елементів (МСЕ) базується на варіаційних принципах. МСЕ зручний при розв’язуванні задач в областях складної геометрії, оскільки він дає можливість представити складну вихідну область у вигляді сукупності достатньо простих під областей. Перевагою МСЕ є його велика фізична наочність і те, що він дозволяє отримувати високу точність роз в’язків на нерегулярних сітках. Основи МСЕ в теорії пластин і оболонок викладено в монографії [8, 12, 32, 68,  115]. В статті [80] розроблений алгоритм підвищення ефективності МСЕ при розв’язуванні задач. Досліджено нелінійні невстановлені реакції конструкцій на основі МСЕ [94]. В роботі [116] на основі МСЕ розв’язана двовимірна динамічна задача для оболонок обертання під дією нестаціонарних навантажень. 
Метод скінчених різниць (МСР) полягає в тому, що область неперервної зміни аргументів шуканих функцій заміняють дискретною множиною точок – вузлів розрахункової сітки. Частинні похідні, які входять в досліджувану систему диференціальних рівнянь, замінюють скінченими різницями. При цьому диференціальні рівняння переходять в систему алгебраїчних рівнянь, шуканими в яких є значення шуканих функцій в вузлах сітки. Різницева задача повинна бути поставлена так, щоб при зменшенні кроку сітки її розв'язок наближався до розв'язку диференціальної задачі, тобто процес обчислень збігався до точного розв’язку. Теоретичні основи МСР описано в монографіях [9, 10, 109, 117]. Застосовували для досліджень вільних та гармонічних коливань неоднорідних циліндричних оболонок МСР в своїх роботах В.В. Болотін [29], В.О. Заруцький [65], О.В. Руденко[114], А.Я. Григоренко [55], С.Ю Богданов [26], А.В. Корнішин [76],. МСР для знаходження власних частот і форм вільних та вимушених гармонічних коливань конічних оболонок використовували в [6, 18]. Автори вважають, що наведені алгоритми можуть бути ефективним засобом при розв'язанні задач динаміки тонкостінних оболонкових конструкцій.
Переходячи до висвітлення робіт, які присвячені вивченню нестаціонарних коливань оболонок, потрібно відмітити, що одним із методів побудови скінчено – різницевих схем є інтегро – інтерполяційний метод, який розробили А.А. Самарський [118] та В.І. Мяченков [101]. Надалі цей підхід був розвинений і поширений для розв'язання рівнянь коливань оболонок в роботах [3, 19, 31, 100, 126].





Для виконання збіжності необхідно виконання двох умов. По–перше, різницеві рівняння повинні апроксимувати диференціальні рівняння з похибкою  ( – крок по часу,  – вектор кроку по координатам). Числа  та  називаються порядком апроксимації і характеризують ступінь близькості різницевої та диференціальної задач. По–друге, різницева задача повинна бути стійкою. В нестійкій схемі відбувається швидке накопичення похибок обчислень і вона непридатна для розрахунків. Стійкість є внутрішньою властивістю різницевої схеми і не залежить від умов апроксимації. Для підвищення точності чисельних розв’язків дослідники застосовують різні методи. Один з варіантів полягає в застосуванні більш точних апроксимацій диференціальних рівнянь за допомогою схем вищого порядку точності [110].
На основі МСР визначено напружено – деформований стан неоднорідних оболонок різної геометрії (циліндричних, конічних, сферичних) в роботах, огляд яких наведений в [73]. Зокрема, з використанням інтегро – інтерполяційного методу побудови скінчено – різницевих схем розв’язано задачі нестаціонарних коливань конічних оболонок [2, 13, 20, 133, 134]. В монографії [120] наведено чисельний алгоритм розв'язування динамічних задач теорії осесиметричних та неосесиметричних коливань неоднорідних циліндричних оболонок та оболонок обертання. Розглянуто питання практичної збіжності чисельних алгоритмів. Досліджено деякі математичні аспекти обґрунтованості чисельних алгоритмів та відмічені особливості побудови різницевих схем. Досліджено питання стійкості скінчено – різницевих рівнянь при неосесиметричних коливаннях. Нестаціонарна поведінка неоднорідних конічних оболонок досліджена в [135]. Осесиметричні коливання конічних оболонок змінної товщини при імпульсному навантаженні розглянуто в [4, 5, 82]. З використанням МСР розв’язана задача динаміки неоднорідних конічних оболонок при нестаціонарних навантаженнях в [11]. Задача нестаціонарних коливань неоднорідних оболонок розв’язана в роботах [19, 34,39]. Нелінійне деформування складених неоднорідних конструкцій досліджено в [71]. Чисельне моделювання динамічної поведінки неоднорідних оболонок обертання проведено в [63]. Застосування МСР до розв'язування задач  нестаціонарних коливань оболонок різної геометрії проведено в [1, 35, 62, 103]. Проведено дослідження стійкості нелінійних різницевих схем [21, 24].
На основі чисельного методу  розв’язана задача стійкості і проектування циліндричних оболонок при швидкому навантаженні осьовою силою [79]. Чисельно промодельована нелінійна поведінка конічної оболонки з приєднаними масами при співударі з перешкодою проаналізовано в [141].
Крім перерахованих вище методів, в роботі [119] використовувався метод ортогональної прогонки для дослідження динаміки оболонкових конструкцій. 
Недоліком чисельних методів є те, що вони потребують великої підготовчої роботи, значних затрат машинного часу і дають відповідь в формі таблиць або графіків, що не дуже зручно для аналізу загальних закономірностей процесу. З розвитком ЕОМ все частіше спостерігається захоплення чисельними методами і нехтування аналітичним апаратом. Віддаючи належне універсальності та ефективності чисельних методів, все ж необхідно відмітити, що робота з аналітичними методами привчає дослідника до тонкого аналізу фізичних процесів, без якого важко розібратись в тому потоці інформації, який видає ЕОМ. Тому при розв’язуванні складних задач доцільно використовувати в поєднанні аналітичні і чисельні методи. Перші з них слід використовувати при дослідженні найпростіших моделей конструкцій, а другі доцільно застосовувати до більш складних і повних моделей. При цьому значно полегшується аналіз фізичних процесів і з'являється можливість контролю роботи ЕОМ.
Як видно з приведеного огляду робіт, при розгляді оболонок обертання застосовуються переважно чисельні або наближені аналітичні методи (енергетичний та ін). Зазвичай при використанні вказаних методів розв'язання задачі зводиться до розв'язання системи алгебраїчних рівнянь, порядок яких залежить від кількості точок розбиття або від кількості членів, які утримуються в ряді по двом координатам. 
В роботі [130] розглянуто чисельно – аналітичного метод, який дозволяє звести розв'язання задачі до розв'язання ряду систем алгебраїчних рівнянь, порядок яких залежить лише від числа точок розбиття по одній координаті – вздовж твірної оболонки. Кількість таких систем пропорційна кількості членів, які утримуються в рядах по другій координаті.  На основі даного методу проведено дослідження вільних та гармонічних коливань зрізаних оболонок обертання. 
На основі чисельно – аналітичного методу проведено дослідження нестаціонарної динаміки конічної оболонки [118,130]. З використанням даного методу проведено дослідження про межі використання динамічної теорії оболонок обертання [130]. 
Для розв'язання двовимірних задач динаміки оболонок можна застосовувати явні і неявні різницеві схеми. 



















Явна різницева схема типу “хрест”: оберемо на площині x, у – t ( х, у – координати, t – час) прямокутну рівномірну сітку з кроком ,  і . Шукані сіточні функції позначимо  ( k, m – число вузлів по двом координатам, n – номер кроку по часу, f(x, у, t) – одна з функцій, яка входить в розглядуване рівняння). На кожному кроці по часу проводиться (К–1)(М–1) обчислювальних операцій. Замінюючи в системі всі частинні похідні скінченими різницями, отримаємо систему алгебраїчних рівнянь відносно сіточних функцій . Ця система доповнюється рівняннями, отриманими при апроксимації граничних умов скінченими різницями. Складена таким шляхом система алгебраїчних рівнянь легко розв’язуються відносно сіточних функцій . Це дозволяє розраховувати сіточні функції послідовно крок за кроком (на першому кроці використовуються початкові умови). Подібні схеми називаються явними. Відмітимо, що для визначення функції в точці  необхідно знати значення функцій в точках , , , , , , , , , , , . Всі ці точки утворюють на різницевій сітці “хрест”, звідки і назва схеми.
Дана схема є умовно стійкою. Умови апроксимації і стійкості схеми в основному вивчені лише для лінійних диференціальних рівнянь. Оцінки стійкості явної скінченно – різницевої схеми “хрест”, яка застосовується при розв’язуванні неоднорідних задач теорії пружності і теорії оболонок наведені в [136]. 
Якщо система диференціальних рівнянь є гіперболічною, то порядок апроксимації різницевої схеми другий, і умова стійкості має вид
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Ця умова має просту фізичну інтерпретацію. Коли рух оболонки описується гіперболічною системою ДР, то довільне збурення розповсюджується по ній зі швидкістю, яка не перевищує . Якщо взяти , то сіточні функції зможуть приймати ненульові значення в тих точках оболонки, в яких збурення відсутні. Ця обставина і призводить до нестійкого розрахунку алгоритму.


Про умови застосування даної різницевої схеми до нелінійної системи вичерпних досліджень поки не має. Але, як показують багаточисельні розрахунки, при виконанні цих умов для відповідних нелінійних рівнянь різницева схема стійка. При , забезпечується збіжність обчислень.
Для випадку досить швидкого (ударного) прикладення навантаження, отримуються диференціальні рівняння руху, інтегрування яких являє собою складну задачу. Для отримання чисельного розв'язку доводиться вводити ряд припущень, які, можливо, призводять до певних похибок. Тому на ряду з теоретичними розв'язками важливого значення набувають експериментальні дослідження явищ, які пов’язані з дією удару на тонкостінну оболонку. 
[bookmark: _Toc66184445][bookmark: _Toc66265059]1.4. Висновки
Виходячи з приведеного літературного огляду можна зробити висновок, що в сучасній літературі достатньо повно представлено дослідження по теорії і методам розв’язку задач динаміки оболонок. При розгляді оболонок, враховуючи тему досліджень даної дисертації, аналізувалися роботи по динамічній поведінці конічних оболонок змінної товщини. 
Виходячи з приведеного літературного огляду можна зробити висновок, що практично відсутні дослідження процесів вимушених коливань та аналіз закономірностей протікання хвильових процесів в конічних оболонках змінної жорсткості при нестаціонарних навантаженнях. Цей фактор обумовлює актуальність теми досліджень, яка полягає у вивченні динамічної поведінки конічних оболонкових структур змінної жорсткості при нестаціонарних навантаженнях, розвитку ефективного чисельного методу, розв’язуванні конкретних задач даного класу та аналізу отриманих результатів. 




[bookmark: _Toc66184446][bookmark: _Toc66265060]Розділ 2. ОСНОВНІ РІВНЯННЯ І ПОСТАНОВКА КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТЕОРІЇ ОБОЛОНОК
В даному розділі наведені рівняння коливань конічних оболонок змінної жорсткості, отримані за допомогою використання геометрично лінійного варіанту теорії оболонок і стержнів типу Тимошенка. 
[bookmark: _Toc32010197][bookmark: _Toc32010264][bookmark: _Toc32014100][bookmark: _Toc32014147]При викладі матеріалу використовується термінологія, позначення і результати робіт (22; 26; 61). 
[bookmark: _Toc66184447][bookmark: _Toc66265061]2.1. Основні співвідношення теорії пружності 
Як відомо, основною задачею теорії пружних оболонок являється вивчення їх напружено – деформованого стану під дією деяких заданих статичних, динамічних або іншого виду навантажень. Складність розв’язку задач про напружений стан як просторових тіл з позиції теорії пружності спричиняє необхідність застосування розрахункових схем, які засновані на приведені трьохмірних задач до двомірним, після розв’язку яких можна наближено відбудувати поля зміщень, деформацій і напружень в досліджуваній оболонці. 
Оболонкою називається тривимірне тіло, яке обмежене двома поверхнями, лінійні розміри яких значно перевищують відстань між ними. Ця відстань називається товщиною оболонки. 
При виведенні основних співвідношень для тонкостінних оболонок, у яких товщина суттєво менше лінійних розмірів, запроваджується серединна поверхня як геометричне місце точок, рівновіддалених від зовнішньої і внутрішньої поверхні оболонки.     
[bookmark: _Hlk27383269]Деформаційні залежності. Нехай тіло, віднесене до ортогональної криволінійної системи координат  під дією яких – небудь сил піддається деформації. Тоді деяка точка М, приналежна тілу з координатами , одержить переміщення, яке може бути представлено наступними трьома проекціями вектора повного переміщення на напрямах  дотичних до координатних ліній  : 
	


	(2.1)



Додатні напрями переміщень  співпадають з додатними напрямами координатних ліній  . 
В нелінійній теорії пружності деформоване стан суцільного тіла в околі точки M характеризується шістьма компонентами деформацій 
	








	(2.2)



де , параметри  [bookmark: _Hlk27646390][bookmark: _Hlk27646391](2.3)
(2.4)


	





	(2.3)

	


	(2.4)



  В співвідношеннях (2.3), (2.4) величини – параметри Ламе, згідно яких в даній ортогональній системі координат квадрат довжини лінійного елементу простору задається рівністю 
	
	(2.5)


Відносні видовження в напрямах  обраховуються по формулам 
	


	(2.6)



Кути зсуву (синуси кутів зсуву) між первісно ортогональними волокнами визначаються згідно формул:
	


	(2.7)


Параметри   у відношеннях (2.2) характеризують серединний поворот об’ємного елемента навколо координатних осей.
Рівняння рівноваги у напруженнях. Припустимо, що розглядуване суцільне тіло під дією прикладених сил знаходиться у рівновазі. Тоді умови рівноваги елементарного деформованого об’ємного елементу тіла під дією масових сил і визваних на його гранях напружень в довільно вибраній системі криволінійних ортогональних координат  , до якої віднесено тіло в недеформованому стані, мають наступний вигляд:
	





	(2.8)


де – проекції масової сили на напрям дотичних до координатних ліній . 
	








	(2.9)


причому
	


	(2.10)



В співвідношеннях (2.10) величини  
	
	(2.11)


визначаються по формулам 
	

	(2.12)


де площі граней прямокутного паралелепіпеда до деформації       величини  відповідають тим же площадкам в деформованому паралелепіпеді. В формулах (2.12) величини  являються узагальненими напруженнями. 
Спрощення основних співвідношень. Припустивши, що подовження і  - малі величини в порівнянні з одиницею, із виразів (2.5) і (2.6) слідує: 
	
	(2.13)


Із (2.12) маємо:
	
	(2.14)


де  і   - об’єми елементарного елемента до і після  деформації. Тоді 
	


	(2.15)


Якщо подовження і зсуви, а також кути повороту малі в порівнянні з одиницею, то малими в порівнянні з одиницею являються і параметри При цьому, вони будуть відрізнятися від відповідних компонент деформації тільки на величини порядку квадратів кутів повороту. У величинах також можливі дальші спрощення. Прийнявши  
	
	(2.16)


одержимо:
	


	(2.17)


Такому ж спрощенню повинні підлягати і співвідношення деформацій (2.2). В них, крім того, необхідно також знехтувати квадратами величин   в порівнянні з першими степенями. В цьому випадку 
	
	(2.18)


Дальші спрощення всіх рівнянь і співвідношення теорії пружності можливі при умові, що кути повороту порядку   настільки малі, що можна відкинути всі члени, які не містять їх. Одержимо 
	
	(2.19)


В результаті таких спрощень одержимо рівняння лінійної (класичної) теорії пружності. При цьому припускається, що зв'язок між напруженнями і деформаціями (узагальнений закон Гука) також повинні бути записані в лінійній формі. 
Поверхневі сили враховуються шляхом завдання граничних умов на обмежених поверхнях тіла.
	Узагальнений закон Гука. Вивчаючи розподілення напружень і деформацій в анізотропній оболонці, будем покладатися, що тіло оболонки в процесі деформації залишається пружним і підпорядковується узагальненому закону Гука, даному для анізотропного тіла.
	
	(2.20)


В загальному випадку однорідного криволінійного анізотропного тіла узагальнений закон Гука в системі триортогональних координат  має наступний вигляд:
де  - пружні постійні (коефіцієнти деформації); незалежних пружних постійних всього 21.
Тут і в подальшому, прийняті наступні позначення:   – відносні деформації видовження,  – деформація зсуву,  – нормальні напруження,  – дотичні напруження. Коли анізотропне тіло має пружною симетрією, то рівняння узагальненого закону Гука спростовується.  	
Нехай через кожну точку тіла проходять три взаємно ортогональні площини пружної симетрії. Припускається, що в кожній точці криволінійного анізотропного тіла ці площини перпендикулярні до відповідних ортогональних координатних напрямів  Покладаємо в подальшому одержимо наступні рівняння узагальненого закону Гука:
	



	(2.21)


В цьому випадку число незалежних пружних постійних  дорівнює дев’яти. 
Рівняння (2.21) можуть бути представлені і з допомогою технічних постійних:
	
	(2.22)


В цих формулах пружні постійні мають наступний зміст  – модулі Юнга по напрямам  ; – модулі зсуву для поверхонь  – коефіцієнти Пуассона, які характеризують поперечне стиснення при розтягненні і напряму координатних осей (перший індекс показує напрям дії сили, другий напрям поперечного стиснення). Модулі зсуву   незалежні, а модулі Юнга і коефіцієнти Пуассона   в силу симетрії зв’язані відношеннями:
	
	(2.23)



Для трансверсально – ізотропних матеріалів число незалежних пружних параметрів скорочується до п’яти. Наприклад, якщо Oz – вісь симетрії, то ,  , ,  ,  .
Пружні властивості ізоторопних матеріалів визначаються двома величинами: модулем Юнга і коефіцієнтом Пуассона  або модулем зсуву , оскільки . 
Розв’язуючи співвідношення (2.22) відносно компонентів напружень, одержимо залежності між компонентами напружень і деформацій у вигляді :
	


.
	(2.24)



Модулі пружності   виражаються через величини     за формулами:
	





	(2.25)


Модулі пружності   виражаються через величини  за формулами: 
Основні рівняння теорії оболонок в геометричній нелінійній теорії. Як відомо, основною задачею теорії пружних оболонок являється вивчення їх напружено-деформованого стану під дією деяких заданих статичних, динамічних або іншого виду навантаження. Складність розв’язку задач про напружений стан оболонок як просторових тіл з позиції теорії пружності породжує необхідність застосування розрахункових схем, які засновані на приведенні тримірних задач до двомірних, після розв’язку яких можна приблизно відбудувати поля зміщень, деформацій і напружень у вивчаємій оболонці. 
На даний момент часу широке розповсюдження одержала теорія оболонок типу Тимошенка при розв’язанні прикладних задач міцності і динаміки оболонкових конструкцій. Число публікацій по даній проблемі досить велике. Серед них слідує відмітити роботи оглядового характеру Проблеми побудови геометрично лінійної і геометрично нелінійної теорій відображені в монографіях і роботах.
Геометричні залежності нелінійної теорії тонкостінних оболонок. При доведенні основних співвідношень для тонкостінних оболонок, у яких товщина істотно менша лінійних розмірів, запроваджується серединна поверхня як геометричне місце точок, рівновіддалених від зовнішньої і внутрішньої поверхні оболонки.
Оболонку, як тримірне тіло, віднесемо до ортогональної системи координат  в якій   – координати на вихідний серединній поверхні, а координата  відраховується по нормалі до неї. Диференціал дуги в цій системі координат визначається виразом , де величини  являються коефіцієнтами Ламе і визначаються по формулі 
	
	(2.26)


де  – коефіцієнти першої квадратичної форми серединної поверхні;  – кривизни вихідної поверхні.
	Перша квадратична форма визначає внутрішню геометрію серединної поверхні і характеризує довжину дуги довільної кривої на поверхні.
	Коефіцієнти першої квадратичної форми і головні кривизни вихідної поверхні зв’язані умовою Кодацці – Гауса .   
	

	(2.27)


Деформація довільної точки оболонки в просторовому випадку характеризується вектором переміщень, компоненти якого 
	


	(2.28)


При побудові теорії оболонок будем використовувати лінійну апроксимацію переміщень по товщині оболонки
	


	(2.29)


де  – переміщення точок серединної поверхні оболонки в напрямах   відповідно;  – кути повороту нормального елемента в площинах .
Підставляючи співвідношення  (2.22), (2.23), в (2.2), (2.3), одержимо згідно  наступні вирази для компонент деформацій (утримуються доданки по  в першій степені при умові )
	






	(2.31)


де
	












	(2.32)


Найбільше поширення в практичних розрахунках оболонок одержали вирази для деформацій, засновані на спрощеному варіанті нелінійної теорії пружності  в якому припускається, що деформації видовжень і зсувів є величини більш високого порядку малості, чим кути повороту. Це припущення дозволяє в формулах (2.24) опустити квадрати   а також їх взаємні добутки на інші невідомі функції. В результаті одержимо наступні вирази для деформацій:(2.26)

	





	(2.33)


Уточнена модель оболонок типу С.П.Тимошенка. Перехід від просторових співвідношень двомірної теорії оболонок зв’язаний з прийняттям ряду додаткових гіпотез. Згідно моделі типу С.П.Тимошенка при описанні закону зміни переміщень по товщині оболонки будемо вважати, що нормальний елемент, початково перпендикулярний до серединної поверхні до деформації, не остається перпендикулярним до неї після деформації, а повертається на деякий кут, не скривлюючись і не змінюючи своєї довжини. Ця гіпотеза доповнюється припущенням, що в відношеннях узагальненого закону Гука можна знехтувати поперечним нормальним напруженням.
	У відповідності з прийнятим маємо лінійним закон розподілення переміщень по товщині
	


	(2.34)


Поперечні дотичні напруження  і  змінюються по товщині оболонки по  закону: 
	

	(2.35)


де раніше задана функція   вибирається із умови 
	

	(2.36)


	Використовуючи розподілення (2.25) можна одержати вирази для величин деформацій
	




	(2.37)

	

	(2.38)


В формулах (2.37)  – нормальні деформації в напрямах  – відповідно;   – деформації зсуву;   – зміна кривизни в напрямах  ;  ;   – кручення координатної поверхні;   – деформація поперечного зсуву в площинах  .
Для вказаних вище величин деформацій мають місце наступні вирази, які зв’язують їх з переміщеннями координатної поверхні(2.30)

	











	(2.39)


Для вказаних вище величин деформацій мають місце наступні вирази, які зв’язують їх з переміщеннями координатної поверхні.
Розв’язавши рівняння узагальненого закону Гука (2.21) відносно компонентів напруженого стану (в допущенні, що нормальними напруженнями  можна знехтувати в порівнянні з ), виразимо останні через компоненти деформацій. Але незалежні апроксимації переміщень і поперечних дотичних напружень (2.24) вносять формальне протиріччя в узагальнений закон Гука. Для усунення вказаних протиріч використовується змішаний варіаційний принцип Рейснера .  
Для виведення співвідношень пружності, рівнянь коливань, граничних умов при пропозиціях (2.2), (2.3) застосуємо варіаційний принцип Рейснера для динамічних процесів . В загальному вигляді варіаційне рівняння Рейснера мають вигляд: 
	
	(2.40)


де функціонал Рейснера, кінетична енергія, робота зовнішніх сил.
Вираз для функціонала Рейснера записуються у вигляді
	

	(2.41)


де, елементарний об’єм тіла задається формулою 
	
	(2.42)


	Вираз для кінетичної енергії записуються у вигляді (2.33)
	
	(2.43)


де,  – густина матеріалу, яка в загальному випадку являється функцією координат. 
	В варіаційному рівнянні (2.41) варіація напружень і переміщень являються незалежними. Для того щоб, задовольнялося рівняння (2.41), достатньо обернути в нуль множників при незалежних варіаціях 
	




	(2.44)



Оскільки варіації напружень входять тільки у вираз , то множники при варіаціях напружень прирівнюються до нуля. Таким чином, одержимо наступні дві групи співвідношень пружності для розглядуваної моделі. Перша група співвідношень пружності виконують  в кожній точці оболонки
	


	(2.45)


Для вказаних вище величин деформацій мають місце наступні вирази, які зв’язують їх з переміщеннями координатної поверхні. 
Розв’язуючи співвідношення (2.45) відносно напружень, одержимо наступні залежності між напруженнями і деформаціями 
	


	(2.46)


де, 
	

	(2.47)


Друга група співвідношень пружності (останні два доданки в (2.32)) зображує собою інтегральні рівняння. Згідно прийнятим припущенням (2.26), варіації поперечних дотичних напружено , тому вказані співвідношення пружності можуть бути виконані тільки інтегрально по товщині оболонки і служать для визначення функцій 
	

	(2.48)


Розв’язуючи рівняння (2.46) відносно величин одержимо
	


	(2.49)


Варіаційне рівняння (2.40) з врахуванням співвідношень (2.44), (2.46) приймає вигляд :

	
	(2.50)


де,   – потенціальна енергія. 

	

	(2.51)


В функціоналі (2.43) вводяться інтегральні характеристики величин напружень – зусиль і моментів по наступним формулам 

	




	(2.52)


На основі тотожності 
	
	(2.53)


яке виходить із формул , вводяться нові позначення На основі тотожності 
	


	(2.54)


В результаті, вираз (2.38) приймає вигляд 
	

	(2.55)


де, .
На основі формул (2.31) і (2.25), варіація кінетичної енергії запишеться у вигляді:
	

	(2.56)


де інерційні коефіцієнти  мають вигляд 
	
	(2.57)


У виразі (2.42) не враховані доданки, які відносяться до граничних умов
на кінцях і   часового інтервалу. 
Варіацію роботи зовнішніх сил представим в вигляді
	
	(2.58)


де відповідає варіації роботи зовнішніх поверхових навантажень, приведени до вихідної поверхні оболонки 
	
	(2.59)


а  відповідає варіації роботи зовнішніх навантажень, діючих в торцевих перерізах оболонки
	

	(2.60)


У виразах (2.57), (2.58) величини  відповідають компонентам 
узагальненого вектора поверхневого навантаження; 
	
	(2.61)


– задані величини зусиль – моментів діючих на межі оболонки. Для вказаних вище величин деформацій мають місце наступні вирази, які зв’язують їх з переміщеннями координатної поверхні.
Розв’язуючи співвідношення (2.29) відносно напружень, одержимо наступні залежності між напруженнями і деформаціями 
На основі (2.41), (2.42) і (2.44), із умови стаціонарності функціонала (2.29), після виконання операцій варіювання і інтегрування по частинам , прирівнюємо до нуля вирази при незалежних варіаціях  і одержимо систему нелінійних рівнянь коливань оболонки і відповідні несуперечливі граничні умови.
Рівняння коливань можна представити у вигляді
	










	(2.62)


Граничні умови для системи рівнянь (2.47) записуються у вигляді на контурі 
	




	(2.63)


Аналогічно записуються граничні умови на контурі . В граничних умовах (2.48) враховано, що на контурі  можуть бути задані переміщення вихідної поверхні 
Нульові початкові умови для рівнянь коливань (2.47) записуються у вигляді при 
	

	(2.64)


Класична модель теорії тонких оболонок.
Класична модель теорії оболонок ґрунтується на припущеннях, введених вперше Г.Кірхгофом в теорії пластин. Суть цих допущень полягає в наступному. Початково перпендикулярний до вихідної поверхні елемент після деформації залишається нерозтягнутим і перпендикулярним деформованій вихідній поверхні. Також вважається, що можна знехтувати поперечним нормальним напруженням в співвідношеннях узагальненого закону Гука.
Сформульовані гіпотези більш жорсткі і утрудненні для деформацій, чим відповідні гіпотези при розгляді варіанту теорії оболонок типу С.П. Тимошенка. Перша гіпотеза еквівалента припущенню про відсутність деформації зсувів   і    в нормальних до серединної поверхні площинах. 
На основі цього, звичайноо одержати рівняння коливань класичної теорії Кірхгофа – Лява із відповідних співвідношень теорії оболонок типу Тимошенка як частковий випадок при 
	
	(2.65)


Розподілення переміщень по товщині оболонки приймаються у вигляді 
	


	(2.66)


де    – переміщення точок серединної поверхні оболонки в напрямах   відповідно;  – кути повороту нормального елемента в площинах .
На відміну від моделі оболонок С.П. Тимошенка, незалежними змінними являються величини  а функції  зв’язані залежностями згідно формул (2.49) 
	

	(2.67)


Послідовно здійснюючи в рівняннях коливань теорії оболонок типу С.П. Тимошенка перехід згідно формул (2.50) – (2.52), приходимо до групи рівнян класичної теорії оболонок Кіргофа – Лява.
При цьому, рівняння коливань в зусиллях – моментах запишуться в вигляді 
	







	(2.68)



	
	(2.69)

	
	(2.70)


В рівняннях коливань (2.69) і (2.70) знехтували інерційними доданками величин кутів повороту нормалі.
Виходячи з рівнянь (2.39), (2.40), (2.27) співвідношення пружності записуються в наступному вигляді:
	



	(2.71)



	
	(2.72)


При одержанні співвідношень (2.54) виходячи з формул (2.39), (2.40) нехтували доданками  в порівнянні з одиницею, оскільки їх збереження не збільшує точності кінцевих результатів, а лише приводить до значних ускладнень систематичного характеру.
Величини деформацій в співвідношеннях (2.54) виражаються через переміщення серединної поверхні  згідно формул (2.28) з врахуванням залежностей (2.52). 
Граничні умови для системи рівнянь (2.53) на контурі  записуються у вигляді (2.57)

	



	(2.73)


Умови на контурі  одержуються циклічною заміною індексів () в співвідношеннях (2.55).
Нульові початкові умови для системи рівнянь коливань (2.53), (2.54), (2.28) при  мають вигляд
	

	(2.74)


[bookmark: _Toc66265062]2.2. Основні положення теорії гладких оболонок з врахуванням поперечних кутових деформацій (типу Тимошенка)

Оболонкою називається тривимірне тіло, яке обмежене двома поверхнями, лінійні розміри яких значно перевищують відстань між ними. Ця відстань називається товщиною оболонки. Позначимо товщину оболонки через  і будемо вважати її сталою.
[image: ]В даній роботі розглядаються тонкі оболонки. Тонкою будемо вважати оболонку, якщо її відносна товщина  ( – менший з головних радіусів кривизни вихідної поверхні оболонки) значно менша одиниці. Це дозволяє нехтувати в теорії всіма величинами, які мають порядок малості  в порівнянні з одиницею. Похибка теорії, основаної на цьому пропущенні, має такий же порядок [137].

В якості вихідної поверхні приймемо серединну поверхню, яка є геометричним місцем точок, рівновіддалених від зовнішньої та внутрішньої поверхонь оболонки. Віднесемо оболонку до криволінійної ортогональної системи координат  . Координатні лінії    на серединній поверхні оболонки при z=0 співпадають з лініями головних кривизн; координатна лінія  є прямою, яка ортогональна до серединної поверхні. Будемо вважати величину  додатною, якщо точка знаходиться зі сторони опуклості серединної поверхні.
Диференціал дуги в цій системі координат визнач ається виразом
	
.
	(2.75)








де величини (), (), () – коефіцієнти Ляме і визначаються по формулам
	


 .                
	(2.76)







де ,  – коефіцієнти першої квадратичної форми серединної поверхні;  – головні кривизни серединної поверхні оболонки; причому  де– радіуси головних кривизн вихідної поверхні. 

	Коефіцієнти першої квадратичної форми  пов’язані з величинами  відомими співвідношеннями Кодаці – Гауса [24]

 											(2.77)	

	
	(2.78)



	
	



Перехід від просторових співвідношень теорії пружності до наближених співвідношень двовимірної теорії оболонок пов'язаний з прийняттям ряду додаткових припущень.
При побудові математичної моделі теорії оболонок типу Тимошенка приймаються наступні кінематична і статичні гіпотези:
1. В процесі деформації прямолінійні і нормальні до вихідної поверхні оболонки волокна повертаються як жорстке ціле на деякий кут, не змінюючи при цьому своєї довжини і не залишаючись перпендикулярними до деформованої поверхні.
2. Нормальними напруженнями, що діють на площадках, які паралельні площадці вихідної поверхні, можна знехтувати, в порівнянні з іншими компонентами напружень.
3. Додатково будемо вважати, що поперечні дотичні напруження розподілені по товщині оболонки по деякому відомому закону.
Прийняту кінематичну гіпотезу математично запишемо так: тангенціальні переміщення розподілені по товщині оболонки по лінійному закону, а прогин не залежить від поперечної координати, тобто
	





	(2.79)









де , ,  – переміщення точок серединної поверхні оболонки в напрямках  відповідно; – кути повороту нормалі в площинах , .





Згідно другої статичної гіпотези в співвідношеннях  (2.79) можна знехтувати величиною  в порівнянні з  і .  Розв’язуючи перші три рівняння відносно  при врахуванні, що  , отримаємо вирази, які показують зв'язок напружень з відповідними деформаціями:
	



	(2.80)


де величини  мають наступний вигляд :
	


	(2.81)





Беручи до уваги додаткове припущення про поперечні дотичні напруження  і , запишемо закон їх зміни по товщині оболонки 
	



	(2.82)



де  наперед задана функція, яка вибирається з умов


, 		.
Компоненти деформацій визначаються згідно найпростішого нелінійного варіанту теорії оболонок в квадратичному наближенні В цьому випадку співвідношення  з врахуванням формул (2.61), (2.62), мають наступний вигляд
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	(2.83)


Вирази, які пов'язують деформації з переміщеннями координатної поверхні, мають вигляд
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	(2.84)
















В формулах (2.12) ,  – нормальні деформації в напрямках ,  відповідно;  – деформації зсуву; ,  – зміна кривизни в напрямках , ;  – кручення координатної поверхні; ,  – деформація поперечного зсуву в площинах , .
Основні положення і рівняння коливань теорії криволінійних стержнів. Розглядається тонкий криволінійний стержень довільного поперечного перерізу. В центрі ваги площини поперечного перерізу розташуємо початок координат при цьому вісь  направлена вздовж осі стержня, а осі  паралельні головним осям цього поперечного перерізу. Припускається, що вздовж осі поперечний переріз стержня постійний. Координатна лінія    при співпадає з лінією головної кривизни розглядуваного стержня; лінії  і z є ортогональними до координатної лінії  Величина  вважається додатною, якщо розглядувана точка лежить зі сторони випуклості координатної лінії. Система координат  – ортогональна по побудові і її коефіцієнти Ламе мають вигляд
	
	(2.85)


де   – параметр Ламе лінії центра ваги поперечного перерізу;  – головна кривизна, при цьому  – радіус головної кривизни.
Для описання напружено – деформованого стану криволінійного стержня скористаємося співвідношеннями трьох мірною теорією пружності в криволінійній системі координат . Довільна точка тіла M характеризується вектором переміщення з компонентами:
	
	(2.86)


Деформований стан суцільного стержня в околі точки в даній системі координат характеризується шістю компонентами тензора деформації  які характеризують відповідно деформації видовження по трьом взаємно перпендикулярним напрямам   і деформації зсуву в трьох взаємно перпендикулярних площинах, які являються дотичними в точці M до трьох координатних поверхонь. 
В нелінійній теорії пружності деформований стан суцільного тіла в довільній системі координат визначається згідно  (2.1) – (2.3). Враховуючи, що стержень має в напрямах  і  суттєво менші розміри в порівнянні з розмірами в напрямі , проведемо лінеаризацію деформаційних співвідношень, згідно якої
	






	(2.87)


В першому співвідношенні формул (2.61) можливі наступні спрощення , згідно якому
	
	(2.88)


При побудові теорії криволінійних тонкостінних стержнів приймається гіпотеза не деформування поперечного перерізу, згідно якої
	
	(2.89)


При малих розмірах  поперечного перерізу стержня в порівнянні з його довжиною, компоненти вектора переміщень (2.60) зобразимо у вигляді розкладання
	
	(2.90)


Функції визначається згідно формул гіпотез не деформування поперечних перерізів (2.63). Це дозволяє зобразити вихідні розклади (2.64) у вигляді
	
	(2.91)


Подання (2.65) дозволяють описувати сумісні розтяги – стискання, зсуви і кручення в тонкостінних криволінійних стержнях.
Компоненти тензора деформації (2.61), згідно подання (2.65), мають вигляд
	




	(2.92)


де  – коефіцієнт першої квадратичної форми введеної одномірної поверхні;  – кривизна осі стержня вздовж напряму, яка проходить через центри ваги поперечних перерізів. 
Припущення, що волокна в напрямі повздовжньої осі стержня не визивають поперечного розтягу, дозволяють записати закон Гука для стержнів у вигляді
	
	(2.93)


Рівняння коливань тонкостінних криволінійних стержнів. Для виведення рівнянь руху тонких криволінійних стержнів, заснованих на гіпотезах (2.65) – (2.67), скористаємося варіаційним принципом стаціонарності Гамільтона – Остроградського 
	
	(2.94)


де К, П, А – кінетична, потенціальна енергія і робота зовнішніх сил;  -  моменти часу;  – варіація величин в момент часу .
Вираз для потенціальної енергії має вигляд
	
	(2.95)


де, S, l – області інтегрування по площі поперечного перерізу стержня і по довжині осі стержня. 
	
	(2.96)


де,  – густина матеріалу стержня.
Підстановка співвідношень (2.65 – 2.67) в (2.69 2.70) і відповідно в (2.68), при незалежності варіацій компонентів узагальненого вектора переміщень   приводить до наступних рівнянь коливань(2.75)

	





	(2.97)


де,
	

	(2.98)

	

	(2.99)


Співвідношення (2.72) можна представити у вигляді (2.74)

	


	(2.100)


де, 





Співвідношення (2.72) можна представити у вигляді (2.75)

У співвідношеннях (2.74), (2.75) відкинуті нелінійні доданки, які визначають величини моментів.
Рівняння коливань (2.71) доповнюються граничними умовами при 
	

	(2.101)


або 
	

	(2.102)


де 
	
	(2.103)


Умови (2.74) відповідають вільному торцю при дії на нього заданих зусиль – моментів  Граничні умови інших видів одержуються комбінацією умов (2.74), (2.75). Рівняння (2.71) – (2.76), (2.71), (2.70) доповнюються початковими умовами при . 
	

	(2.104)


Функції   зв’язані залежностями 
	
	(2.105)

	
	(2.106)


При розгляді напружено – деформованого стану тіла, будемо вважати, що тіло є анізотропним та в процесі деформації залишається пружним і підпорядковується узагальненому закону Гука для анізотропного тіла [20, 21, 63Н]. В даній роботі будемо розглядати частинний випадок анізотропного тіла, зокрема ізотропне тіло. Тоді закон Гука для ізотропного тіла, який виражає лінійну залежність між компонентами напружень і малих деформацій в такому пружному тілі має вигляд [20, 21] 
	

	(2.107)


де E – модуль Юнга;   – коефіцієнт Пуассона, які визначаються для даного матеріалу з експерименту(перший індекс показує напрям поперечного стиску, другий – напрям дії сили). В формулах – нормальні деформації в напрямах  відповідно;   – деформації зсуву;  – зміна кривизни в напрямах ; - кручення координатної поверхні;  – деформація поперечного зсуву в площинах .



[bookmark: _Toc66184448][bookmark: _Toc66265063]Розділ 3. ЧИСЕЛЬНИЙ АЛГОРИТМ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ПОЧАТКОВО – КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ НЕОДНОРІДНИХ КОНІЧНИХ ОБОЛОНОК


Системи диференціальних рівнянь, які описують напружено – деформований стан конічних оболонок змінної товщини в загальному випадку являють собою лінійні рівняння в частинних похідних по двом просторовим координатам  і часовій координаті . Розв’язання вказаних задач відомими аналітичними методами практично неможливий. У зв’язку з цим, виникає необхідність застосування чисельних методів для розв’язання початково – крайових задач теорії конічних  оболонок змінної товщини та розробки відповідних алгоритмів, з подальшою їх реалізацією на сучасних персональних комп’ютерах. Зокрема, в даній роботі для розв’язування поставлених задач використовується метод скінчених різниць.  Побудова чисельного алгоритму базується на застосуванні інтегро–інтерполяційного методу побудови скінченно – різницевих схем по просторовим координатам та явної скінченно – різницевої схеми по часовій координаті [9, 10]. При цьому, виникає необхідність проведення теоретичних досліджень побудови різницевих схем (питання апроксимації, стійкості і т.д.). Використаний в даній роботі підхід є розвитком відомих чисельних алгоритмів для розв’язку задач теорії неоднорідних оболонок з врахуванням змінної товщини. [118, 130].
Метою даної роботи є побудова ефективних чисельних алгоритмів розв’язування динамічних задач теорії конічних оболонок змінної товщини та їх теоретичне обґрунтування.
[bookmark: _Toc66184449][bookmark: _Toc66265064]3.1. Осесиметричні коливання
[bookmark: _Toc66184450][bookmark: _Toc66265065]3.1.1 Моделі Вінклера для оболонкових структур
На сьогоднішній день досягнуті значні успіхи в області досліджень динамічних процесів в елементах конструкцій канонічної форми (циліндричні, сферичні і конічні оболонки). При цьому, ряд проблем в цьому напрямі залишається незакінченими. Не достатньо дослідженими являються задачі динамічної взаємодії однорідних і неоднорідних оболонкових структур з пружними середовищами. Вказані задачі мають велике значення в народному хазяйстві, оскільки оболонкові структури знаходять широке застосування в інженерних конструкціях і спорудах у вигляді трубопроводів, тунелей, різноманітних резервуарів, укладених в ґрунтове середовище і т.д. 
Найбільше повно властивості пружного середовища, в якому заключено оболонка, записуються рівняннями трьох мірної теорії пружності. В математичному плані ця задача являється достатньо складною. Крім того, в більшості випадків інтерес представляє реакція пружного середовища і зоні контакту з оболонкою, а не переміщення і напруження в матеріалі середовища. Тому задача врахування пружного середовища зводиться до находження більш простого математичного виразу, яке з достатньою точністю дозволяє визначити реакцію пружного середовища в області контакту. При цьому, пружне середовище, наділене локальними характеристиками, одержала назву основи.
Дослідженню взаємодії елементів конструкції з пружними основами присвячено значна кількість публікацій. В основному, розглядаються пластини або гладкі циліндричні оболонки. Зокрема, при розгляді циліндричних оболонок як в задачах статики, так і в задачах динаміки, пружне середовище більше всього розглядається на основі гіпотез Вінклера. Модель Вінклера – це найбільш проста модель пружного середовища, для опису якої достатньо одного коефіцієнта постелі (пружного середовища). Основа типу Вінклера моделюється рядом незалежних пружних пружин і достатньо точно описує поведінку водо насичених і рихлих ґрунтів. Зв'язок між реакцією пружного середовища  і радіальними переміщеннями точок серединної поверхні оболонки    у випадку моделі Вінклера мають вигляд:(3.1)


де,  – коефіцієнт постелі пружної основи, який характеризує роботу на розтяг – стиск,  – основа і колова координата серединної поверхні циліндричної оболонки і  – часова координата.
[bookmark: _Toc66184451][bookmark: _Toc66265066]3.1.2 Рівняння коливань неоднорідних оболонок в загальному випадку.
При побудові математичної моделі процесу динамічного деформування конічної оболонки змінної товщини використовується геометрично і фізично лінійний варіант теорії оболонок типу Тимошенка.
Деформований стан оболонки може бути визначено через компоненти узагальненого вектора переміщень  
Будемо вважати, що загальна система координат віднесена до серединної поверхні оболонки з товщиною . Координату  будемо відраховувати в сторону збільшення зовнішньої нормалі до вихідної поверхні.
Для виведення рівнянь коливань оболоночної структури використовується варіаційний принцип Гамільтона – Остроградського, згідно якого:(3.2)


де, П – потенціальна енергія системи з урахуванням зовнішнього середовища,  – кінетично енергія,  – робота зовнішніх сил.
 Вирази для  і  мають наступний вигляд:(3.3)




Співвідношення (3.3) можна представити у вигляді:(3.4)






Після стандартних перетворень в функціоналі (3.3) одержимо рівняння коливань конічних оболонок змінної товщини на пружній основі Вінклера під  дією  нестаціонарного навантаження. У випадку осесиметричних коливань оболонкових структур параметри напружено – деформованого стану структури залежать тільки від координати .
[bookmark: _Toc66184452][bookmark: _Toc66265067]3.1.3 Рівняння осесиметричних коливань циліндричних оболонок.
Розглянемо лінійні рівняння руху гладких ізотропних циліндричних оболонок з врахуванням нормальних і кутових деформацій. Якщо покласти в рівняннях (2.49) – (2.55) (3.5)


без врахування координати  і компонент вектору навантаження, то одержимо наступні рівняння вигляду










(3.8)
(3.9)
(3.7)














Згідно формул (3.7), величини зусиль і моментів гладкої оболонки залежать від інтегралів типу (3.10), що відповідає інтегральній оцінці поперечних і зсувних напружень по координаті . Функції  вибираються виходячи з положень теорій  гладких оболонок (2.60), (2.61).(3.10)

Функції  , , які задовольняють умовам , характеризують закон зміни поперечних зсувних напружень  і   по товщині оболонки і повинні найкращим чином описувати поперечні деформації зсуву оболонки. Питання вибору функцій  ,  являється одним із основних моментів побудови уточнюючих теорій .
Аналіз точних розв’язань задач згину товстих плит і оболонок, а також спеціальні дослідження, які присвячені питанню вибору функцій , , показують, що можливі деякі неточності при виборі функцій  , які незначно впливають на основні розрахункові величини при визначенні напружено – деформованого стану пластин і оболонок. При цьому, деякі неточності  при правильному виборі функцій   не може ввести в уточнюючу теорію допустимих погрішностей. З врахуванням цього, будемо підбирати функції   виходячи із аналізу законів розділення зсувних напружень  і   згідно теорії згину товстих плит і оболонок . Проведений аналіз показує, що на віддалі від лінії скривлень зсувні напруження   і   по товщині оболонки змінюються практично по закону квадратичної параболи. В працях  функції  визначаються наступним чином 

Квадратичний закон розподілення функцій   по координаті  використовувався в ряді праць Рейсснера .
Виходячи з попередніх міркувань в подальшому будемо вважати , що поперечні зсувні напруження змінюються по товщині по закону квадратичної параболи згідно умов (2.60).
Зупинимося на виборі функцій   в співвідношеннях (2.61). Якщо виходити із квадратичного закону розподілення поперечних зсувних напружень по товщині і рівнянь рівноваги пластин і оболонок, то маємо, що функція   являється поліномом третього порядку відносно змінної , при цьому , де   – деяка функція, яка не залежить від  . Дане твердження дозволяє провести оцінку інтегралу  в формулах (3.10). Будемо використовувати формулу Симпсона для приблизнго обчислення величини   (покладається ) (3.11)



Згідно співвідношень (3.10, 3.11), одержимо (3.12)


Напишемо вираз для визначення величини в формулах (3.7) у вигляді:
	



і розглянемо величини(3.14)
(3.13)


Використовуючи формулу Симпсона для обчислення інтегралу , яка є точною для поліному третього степені, напишемо:(3.15)


Враховуючи, що  , одержимо:(3.16)


Нехтуючи другим доданком в формулі , маємо наступні формули для обчислення величин  і   :(3.17)


З врахуванням вище приведених спрощень, одержимо наступні співвідношення для зусиль – моментів(3.18)









Представимо рівняння коливань (3.6), (3.18) в переміщеннях(3.19)








У випадку моделі гладких оболонок типу Тимошенка, рівняння коливань запишуться в наступному вигляді:(3.21)
(3.20)






де,  і   визначаються по формулам: (3.22)


а, величини  визначаються згідно формул (3.8).
Рівняння руху (3.11), (3.12) в переміщеннях мають вигляд



[bookmark: _Toc66184453][bookmark: _Toc66265068]3.1.4 Рівняння осесиметричних коливань конічних оболонок змінної товщини в загальному випадку.(3.23)

Розглянемо зрізану конічну оболонку змінної товщини, яка знаходиться на пружній основі Вінклера. Неоднорідна по товщині конічна оболонка знаходиться під дією внутрішнього розподіленого навантаження , де  – просторова і часова координати.
При розгляді осесиметричних коливань конічних оболонок використовується система координат  , причому координата  відраховується від вершини конуса. В деяких випадках, зокрема, для зрізаних конічних оболонок, раціонально застосування координати , яка відраховується від краю оболонки.
Коефіцієнти першої квадратичної форми і кривизни координатної поверхні записуються наступним чином:(3.24)


де,   – кут конусної,  – поточна координата,  .
 При цьому, рівняння коливань конічної оболонки змінної товщини мають наступний вигляд:(3.25)





Співвідношення для зусиль – моментів визначаються згідно формул(3.27)
(3.26)






Деформаційні співвідношення представлені наступними формулами(3.28)



В формулах (3.5) – (3.8)  – компоненти узагальненого вектора переміщень серединної поверхні оболонки;  – змінна товщина оболонки;  – густина матеріалу оболонки;  – фізико – механічні параметри матеріалу оболонки;  – коефіцієнт Вінклера пружної основи. 
Для обчислення жорсткостних характеристик оболонки товщина  визначається як лінійна функція координати  :(3.29)



Рівняння (3.5) – (3.8) доповнюються відповідними граничними і початковими умовами. У випадку вільного краю при  і  граничні умови мають вигляд:(3.30)


У випадку жорстко закріпленого краю при   і  граничні умови мають вигляд:(3.31)


	Початкові умови записуються у вигляді:(3.32)


Чисельний алгоритм розв’язування осесиметричних коливань конічних оболонок змінної товщини.
Системи диференціальних рівнянь, які описують напружено – деформований стан конічних оболонок при осесиметричних коливаннях представляють собою лінійні рівняння коливань по просторовій координаті  і часовій координаті . Розв’язок таких задач відомими аналітичними методами крайнє утруднення. В зв’язку з цим, для розв’язку початково – крайових задач теорії конічних оболонок змінної товщини використовуються чисельні методи з подальшою реалізацією на сучасних персональних комп’ютерах. Зокрема, в даній роботі використовується метод кінцевих різниць для розв’язання поставлених задач. Побудова чисельного алгоритму засновано на застосуванні інтегро – інтерполяційного методу побудови різницевих схем по просторовій координаті і явній кінцеве – різницевій схемі інтегрування по часовій координаті. 
Таким чином, рівняння (3.5) – (3.12) представляють повну постановку задач коливань конічних оболонок змінної товщини при нестаціонарному осесиметричному навантаженні. 
Побудова чисельного алгоритму починається з побудови різницевої сітки. Розділимо інтервал  на  рівних частин з кроком  і одержимо сітку з дискретними вузлами і одержимо сітку з дискретними вузлами  Поряд з основною різницевою сіткою вводиться допоміжна різницева сітка , яка відповідає значенням величини  у пів вузлах. По часовій координаті  вводиться аналогічна сітка на інтервалі  розбитям на  рівних під інтервалів з кроком , . Також вводиться допоміжна сітка часу , яка відповідає величинам  в пів вузлах. 
В подальшому будемо вважати, що величини переміщень узагальненого вектору оболонки(3.33)


Для побудови різницевої схеми для рівнянь коливань конічних оболонок змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях будемо використовувати інтегро – інтерполяційний метод побудови кінцеве – різницевих схем  для гіперболічних рівнянь. Згідно цього підходу, рівняння (3.5) зобразимо наступним чином в області(3.35)
(3.34)







Після стандартних перетворень в співвідношеннях (3.16) одержимо наступні різницеві апроксимації рівнянь (3.5)(3.36)



	        (3.36)





В співвідношеннях (3.16) позначення дискретних функцій і похідних вводиться згідно . Як слідує з рівнянь (3.16), величин зусиль і моментів співвідносяться до різницевих точок в пів цілих вузлах по просторовій координаті і в цілих вузлах по часовій координаті (3.37)



Виходячи із цього, рівняння різницеві співвідношення для рівнянь (3.6) (3.38)

,




• різницеві співвідношення для рівнянь (3.8)
,


			


  		         		(3.39)


Виходячи із вище приведених формул, чисельний алгоритм розв’язання поставленої задачі складається в послідовності виконання наступних формул:
на n- ому часовому поясі по просторовій координаті обчислюються величини відповідних деформацій зусиль – моментів ;
по відповідним величинам деформацій і зусиль – моментів обчислюються величини компонент узагальненого вектору переміщень.
Різницева схема згідно формул (3.37) – (3.39) являються явною по часовій координаті, виходячи із чого, являються умовно стійкою по просторовій і часовій координатам, тобто існує залежність між величинами  і величинами  в залежності від геометричних і фізико – механічних параметрів конічних оболонок змінної товщини, при яких обчислювальний процес являється стійким. В подальшому, при розгляді чисельного розв’язку задач осесиметричних коливань, будем виходить з наступних формул для величин різницевих кроків і  .
В матрично – векторному вигляді різницеві рівняння (3.37) – (3.39) можна представити наступним чином (3.40)


де,  і – матриці мас і жорсткостей дискретної різницевої системи,  і  – вектори дискретних переміщень і зовнішнього навантаження. 
Вважаючи, що матриця  невироджена, напишемо останнє рівняння у вигляді:(3.41)


де, матриця  . 
В праці  встановлено, що при використанні явної кінцево –різницевої схеми  для інтегрування рівнянь необхідною умовою стійкості різницевих рівнянь являється умова вигляду: (3.42)


де,   – максимальна частота  власних коливань різницевої системи;  – верхня границя спектра матриці . 
Використовуючи для оцінки значення  теорему Гершгорина, одержимо:(3.43)


де,   – елементи матриці . 
Згідно позначень в рівняннях (3.16) – (3.18), умова стійкості різницевих рівнянь має вигляд:(3.44)


де,   – визначається з наступних нерівностей (3.45)




де, величини  визначається згідно співвідношень:(3.46)





[bookmark: _Toc66184454][bookmark: _Toc66265069]3.2.1 Рівняння неосесиметричних коливань в конічних оболонках.
У випадку неосесиметричних коливань в циліндричних оболонках рівняння коливань з урахуванням поперечних лінійних і кутових деформацій мають вигляд






де,(3.48)
(3.47)



де,  – кругова частота,  визначаються згідно формул (3.7). 
Співвідношення деформації – переміщення для випадку неосесиметричних коливань мають вигляд:(3.49)






З врахуванням спрощень типу  , напишемо рівняння коливань  в переміщеннях(3.50)












У випадку неосесиметричних коливань оболонок типу Тимошенка маємо наступні рівняння:





де, величини зусиль – моментів визначаються згідно формул (3.7) (3.48) без врахування доданків, які містять величину .(3.51)

В переміщеннях рівняння коливань (3.51) мають вигляд(3.52)











[bookmark: _Toc66184455][bookmark: _Toc66265070]3.2.2 Чисельний алгоритм розв’язання динамічних задач конічних оболонок змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях.
При розгляді конічних оболонок використовується система координат , причому координата   відраховується від вершини конуса. В деяких випадках, зокрема, для зрізаних конічних оболонок, раціональним є використання координати , яка відраховується від краю оболонки. Припускається, що неоднорідна по товщині конічна оболонка знаходиться під дією внутрішнього розподіленого навантаження , де  і  – просторові та часова координати;  – відповідно коефіцієнти першої квадратичної форми та криволінійні координати серединної поверхні оболонки.
Кривизни першої квадратичної форми та кривизни координатної поверхні записуються наступним чином:(3.53)


де,  – кут конусної,   – текуча координата, ,   – радіус оболонки при  .
При побудові математичної моделі процесу динамічного деформування конічної оболонки змінної товщини використовується геометрично та фізично лінійний варіант теорії оболонок типу Тимошенка. Припускається, що товщина оболонки змінюється вздовж координати , тобто . 
Рівняння коливань конічної оболонки змінної товщини при дії нестаціонарного навантаження записуються у вигляді:  





де,   – компоненти узагальненого вектора переміщень серединної поверхні оболонки;  – густина матеріалу оболонки. (3.54)

Зв'язок величин зусилля – моменти з відповідними величинами деформацій у випадку ортотропного матеріалу оболонки мають вигляд


     (3.55)


де,  		(3.56)






Деформаційні співвідношення у випадку конічної оболонки мають вигляд:





Рівняння коливань неоднорідної по товщині конічної оболонки (3.55) – (3.57) доповнюються відповідними граничними умовами о координаті  при  і . Початкові умови при  покладалися:(3.58)
(3.57)



Чисельний алгоритм розв’язання початково – крайової задачі  (3.54) – (3.58) засновано на використанні інтегро – інтерполяційного методу побудови різницевих співвідношень по просторовим координатам  та явній апроксимації по часовій координаті . 
Розглянемо область D, яка задається наступним чином:

В області  вводиться різницева сітка

де, 


Нарівні з основною різницевою сіткою, використовуються різницеві сітки в дискретних точках  де .
 Інтегруємо вихідні рівняння коливань (3.54) по області . При цьому, інтегральні співвідношення для рівнянь (3.54) мають вигляд:












де, (3.60)
(3.59)


Після стандартних перетворень в рівняннях (3.59), одержимо наступні різницеві співвідношення, які апроксимують вихідні рівняння 












Дискретні величини зусиль – моментів в рівняннях (3.61) мають вигляд: (3.61)











Таким чином, в різницевих рівняннях  компоненти узагальненого вектора переміщень   віднесені до цілих чисел точок різницевої схеми  і  . Для одержання різницевих співвідношень для величин деформацій інтегруємо рівняння (3.57) по відповідним областям. (3.62)

	Наприклад, для одержання шуканих в тачках  інтегруємо рівняння, відповідно, по областям:(3.63)

 
   	
інтегруємо рівняння (3.57) на проміжку  :




(3.64)





(3.65)









 












	Таким чином, в різницевих рівняннях компоненти узагальненого вектора переміщень   віднесені до цілих чисел точок різницевої схеми  і  . Для одержання різницевих співвідношень для величин деформацій інтегруємо рівняння (3.57) по відповідним областям. Наприклад, для одержання шуканих в тачках  інтегруємо рівняння, відповідно, по областям 
· Інтегруємо вихідні рівняння коливань по області 
 
   				




















































[bookmark: _Toc66265071]3.3. Практична збіжність чисельних алгоритмів
Питання практичної збіжності чисельних алгоритмів відпрацьовані на задачі динамічної поведінки конічної оболонки постійної товщини з жорстко закріпленими краями під дією імпульсного навантаження. 
	Імпульсне рівномірно розподілене поверхневе навантаження задавалося у вигляді:   
	                               
	(3.66)



де



,
A – амплітуда навантаження, T – тривалість навантаження.
	Геометричні параметри оболонки: 
  м;  м;  
Практична збіжність досліджувалася на величинах  і   в перший період коливань цих величин в точках  . 
Розрахунки проведені для випадків  Як видно з результатів в табл. 1, придатна точність досягається при  

Таблиця 3.1
	
	, м
	, Па

	
	0,850
	0,142

	
	0,879
	0,146

	
	0,885
	0,147

	
	0,886
	0,147

	
	0,886
	0,147




[bookmark: _Hlk56758768]Побудовані чисельні алгоритми відпрацьовані на тестових розрахунках. Зокрема, було проведено порівняльний аналіз осесиметричних коливань конічної оболонки постійної товщини згідно аналітичного розв’язку викладеному роботі Ю.С. Воробйова і чисельному алгоритму викладеному в даній роботі. 

Тестова задача
(осесиметричні коливання конічної оболонки постійної товщини з жорстко закріпленими торцями)
	[image: ]
	Геометричні параметри оболонки:




.


Рис. 1 – Величини прогинів  від просторової координати .
На рис. 1 штриховою лінією зображені величини прогинів , отримані згідно чисельної методики даної роботи, суцільною – згідно аналітичного розрахунку 
Розрахунки згідно розробленого в даній роботі чисельного методу задовільно узгоджуються з аналітичними розв’язками, що і підтверджує достовірність отриманих результатів.
Питання збіжності для неосесиметричних коливань конічних оболонок змінної товщини розглядалося на графіках залежності величин  при куті конусності   по часовій координаті в перерізі . Крива 1 відповідає залежності величин  , крива 2 відповідає залежності величин . Збіжність досліджувалася в моменти часу ,  в точках перетину графіків.
			[image: ]
Рис. 2 – Залежність величини  від часової координати .

Таблиця 3.2
	                
∆            
	

	

	

	


	
	0.2345
	0.2814
	0.03585
	0.03451

	
	0.3163
	0.3197
	0.03213
	0.03123

	
	0.3200
	0.3202
	0.03121
	0.03081

	
	0.3208
	0.3262
	0.03253
	0.03098



Як видно з таблиці придатна точність досягається при  c.
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[bookmark: _Toc66184463][bookmark: _Toc66265079]4.1. Чисельні результати. 
Як числовий приклад для осесиметричних коливань, розглядалася задача динамічної поведінки зрізаної конічної оболонки змінної товщини на пружній основі з жорстко защемленими торцями під дією нормального розподіленого навантаження . Граничні і початкові умови мають вигляд(4,1)



Ізотропна конічна оболонка розглядалася при наступних параметрах – розглядалися варіанти  при  м і   при  м. Геометричні параметри товщини оболонки задавалися у вигляді  м;  м; довжина оболонки -  м; фізико – механічні параметри -  Па; ; коефіцієнт Вінклера - .
Нестаціонарне імпульсне навантаження задавалося наступним чином (4,2)


де  – амплітуда навантаження,  – тривалість навантаження. В розрахунках покладалося  Па;  с.
Були проведені розрахунки динамічної поведінки конічної оболонки змінної товщини на пружній основі Вінклера при вищевказаних параметрах. Чисельні розрахунки проводилися на часовому проміжку . Приведені результати показали, що при заданому коефіцієнті Вінклера, вплив постелі починає проявлятися при . На рис. 4.1 приведені залежності деформації  по просторовій координаті x в момент часу  (покладається, що даний момент часу відповідає досягненню максимального значення величини  на досліджуваному інтервалі часу) при . Крива 1 відповідає випадку конічної оболонки змінної товщини на пружній основі; крива 2 відповідає випадку конічної оболонки змінної товщини без врахування пружної основи. В подальшому будемо придержуватися вказаних позначень. 
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[bookmark: _Hlk24920448]Рис. 4.1 – Залежність деформації   по просторовій координаті x при  
На рис. 4.2 приведені залежності величини  по просторовій координаті x в момент часу  при .

[image: ]Рис. 4.2 – Залежність деформації   по просторовій координаті x при  
На рис.4.3 і рис.4.4 приведені залежності величин  по просторовій координаті  в момент часу  при  і при  відповідно.

[image: ]Рис. 4.3 – Залежність напруження   по просторовій координаті при  
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Рис. 4.4 – Залежність напруження   по просторовій координаті при  

Приведений графічний матеріал дозволяє проводити детальний аналіз напружено – деформованого стану поведінки конічної оболонки змінної товщини на пружній основі при заданих параметрах.
Як чисельний приклад, для неосесиметричних коливаннях, розглядалася задача динамічної поведінки конічної панелі змінної товщини при дії нормального розподіленого навантаження  . Покладається, що три краї конічної панелі жорстко защемлені, а край в перерізі  край вільний. У випадку жорсткого защемлення покладаємо  . У випадку вільного краю при  виконуються умови . Нестаціонарне імпульсне навантаження задавалося у вигляді 
де, A – амплітуда навантаження, T – тривалість навантаження. 
  Змінна товщина панелі визначається як лінійна функція координати  :(4.3)


.
Вихідна задача розв’язувалася при наступних геометричних та фізико – механічних параметрах:
; ;  ;  ;
м; ; м;
м;
;    
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Рис.4.5 – Залежність величини   від просторової координати 
На рис. 6…9 наведені результати розрахунків для оболонок змінної товщини.
[image: ]Враховуючи, що вихідна задача є багато параметричною (в різні моменти часу t кінематичні та силові параметри приймають різні значення по координатам  та ), в подальшому будемо розглядати залежності вихідних величин в моменти часу досягнення ними максимальних значень по модулю.
Рис.4.6 – Залежність величини   від просторової координати 
На рис. 4.5 представлені залежності переміщення  по просторовій координаті  в перерізі  при різних кутах конусної вихідної оболонки. Крива з індексом 1 відповідає випадку    в момент часу    крива 2 - ; в момент часу  крива 3 -  в момент часу   
На рис.4.6 наведені залежності величин   у вказаному перерізі . На рисунку криві згідно вище прийнятим позначенням відповідають моментам часу     При   величини  Якісна відмінність кривої 1 від кривих 2, 3 пояснюється різним часом досягнення максимальних значень по модулю величин  .			
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Рис. 4.7  – Залежність величини   від просторової координати 
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Рис.4.8  – Залежність величини   від часової координати t
[image: ]
Рис.4.9  – Залежність величини   від часової координати t
На рис. 4.7 наведені залежності величин   у вказаному перерізі . На криві згідно вище прийнятим позначенням відповідають моментам часу    . На рис.4.8 і рис. 4.9 наведені залежності величин   та  при вказаних кутах конусності по часовій координаті в перерізі  (вільний край). Крива 1 відповідає випадку  ; крива 2 - ; крива 3 - . Як бачимо з наведених кривих, на рис. 4.5 – 4.9 чітко проявляється вплив геометрії (кута конусності) на напружено – деформований стан вихідної конструкції. Із збільшеням кута конусності зростають максимальні значення величин   
Розглянемо випадок:
а) всі краї панелі жорстко закріплені;
У випадку, коли краї панелі жорстко закріплені на межі області компоненти узагальненого вектора переміщень серединної поверхні панелі  
Початкові умови нульові.
Нестаціонарна імпульсне навантаження задане в такому вигляді:
 = 
Змінна товщина в панелі визначена як лінійна функція координати  


Дві вихідні задачі розв’язані при наступних геометричних і фізико-
механічних параметрах: 






Також були проведені розрахунки динамічної поведінки конічної панелі постійної товщини, маса якої співпадає з масою вихідної конічної панелі змінної товщини при вище вказаних параметрах для випадку жорсткого защемлення всіх країв.
На рис 1-5. приведені результати розрахунків для панелі змінної товщини у випадку жорсткого закріплення всіх країв.
Враховуючи, що вихідна задача являється багатопараметричною,  розглянуті залежності шуканих величин в моменти часу досягнення ними максимальних значень по модулю.
[image: ]На рис. 1 представлені залежності переміщень   по просторовій координаті      в перерізі   при різних кутах конусності вихідної оболонки.
Рис.4.10  – Залежність величини   від часової координати t
  

Крива з індексом 1 відповідає випадку , в момент часу ;
крива 2 -  в момент часу ;
крива 3 -  в момент часу 
[image: ]
Рис.4.11  – Залежність величини   від часової координати t
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Рис.4.12  – Залежність величини   від часової координати t
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Рис.4.13  – Залежність величини   від часової координати t для оболонок змінної товщини та постійної товщини

[image: ]

Рис.4.14  – Залежність величини   від часової координати t

На рис.4.11 представлені залежності деформацій  у вказаному перерізі .
На рисунках криві (згідно вище прийнятим позначенням) відповідають часу 
,   
На рис.4.12  приведені залежності величин  по координаті  відповідають часу ,   . Як видно із приведеного графічного матеріалу, максимуми по просторовій координаті  в перерізі   величини  досягають в області L/2, а величина  в області 
Розрахунки для конічних оболонок з постійною товщиною (при рівній масі з оболонкою змінної товщини) показують аналогічну якісну картину для величин - максимальні значення досягають в області L/2.
Частково, на рис. 4.13 приведені залежності величин  в перерізі   для оболонки змінної товщини (крива 1), і оболонки постійної товщини (крива 2) в моменти досягнення ними максимальних значень ,  . Приведені криві відповідають випадку . Відмінність по максимальним значенням досягають  На рис. 4.14 для вказаного випадку приведені відповідні залежності величин  в перерізі   по координаті . Крива 1 відповідає часу  , крива 2 - . Спостерігається принципова різниця по кількісним та якісним значенням величини  . Для оболонок постійної товщини більше проявляється залежність шуканих величин від кута конусності. 


[bookmark: _Toc66184464][bookmark: _Toc66265080]ВИСНОВКИ
Основні результати теоретичного і прикладного характеру дисертації зводяться до наступного:
1. Розв’язано актуальну науково-технічну задачу про осесиметричні та неосесиметричні коливання конічних оболонок змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях.
2. Виведено уточнені рівняння осесимтречних та неосесиметричних коливань конічних оболонок змінної товщини в рамках теорії оболонок типу Тимошенка.
3. Розвинуто ефективний чисельний метод розв’язку задач нестаціонарної поведінки теорії оболонок  даного класу.
4. Розроблення алгоритмів і складання комплексів програм для ЕВМ, дозволяючи одержувати розв’язки з необхідною степеню точності  і детально дослідити характер хвильових полів.
5. Розв’язані на основі розвинутого методу нові задачі динамічної поведінки конічних оболонок змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях.
6. [bookmark: _Toc66184465][bookmark: _Hlk63147706][bookmark: _Hlk63067294]Проведено порівняння розв’язків рівнянь коливань конічних оболонок змінної товщини при нестаціонарних навантаженнях з коливаннями конічних оболонок постійної товщини при однаковій масі (різниця по максимальним значенням величин сягає 25%).
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